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含Pell与Pell-Lucas数之积的斜循环矩阵的行列

式及其性质 

李笑丽，何承源，雷  林

西华大学理学院，四川 成都

收稿日期：2020年11月23日；录用日期：2020年12月8日；发布日期：2020年12月15日 

摘  要 

首先定义n阶斜循环矩阵 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc= ζ ζ ζ ζ ，以及n阶左斜循环矩阵 ( )′′ 1 2 3, , , ,n nA SCirc= ζ ζ ζ ζ ，

其中 nζ 是第n个Pell数和第n个Pell-Lucas数之积。该文章通过构造变换矩阵的方法研究了 nA 的行列式，并

通过引理[4]中的范数公式、行最大范数公式和列最大范数公式求得 nA 的上述三种范数，以及通过引理[5]
和引理[6]中的公式得到 nA 的扩展式的上、下界。并利用循环量和左循环量之间的关系，将以上这些结论

推广到 ′′nA 中，求得 ′′nA 的行列式、范数、行最大范数、列最大范数及其扩展式的上、下界。文章的最后，

通过两个数值例子进一步说明上述所得结论的正确性。
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Abstract 
First defining the n-th order skew circulant matrix ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc= ζ ζ ζ ζ  and the n-th order 
left skew circulant matrix ( )′′ 1 2 3, , , ,n nA SCirc= ζ ζ ζ ζ , where nζ  is the product of the n-th Pell 
number and the n-th Pell-Lucas number, this article studies the determinant of 

( )1 2 3, , , ,n nA SCirc= ζ ζ ζ ζ  through the method of constructing a transformation matrix, and ob-
tains the norm, row maximum norm and column maximum norm of nA  through the formula in 
Lemma [4], and through the formula in Lemma [5] and Lemma [6] gives the upper and lower bounds 
of the expansion of A. And using the relationship between the amount of circulation and the amount 
of left circulation, the above conclusions are extended to ′′nA , and the determinant, norm, row maxi-
mum norm, column maximum norm, and upper and lower bounds of ′′nA  expansion are obtained. At 
the end of the article, two numerical examples are used to further illustrate the correctness of the 
above conclusions. 

Keywords 
Determinant, Norm, Pell Number, Pell-Lucas Number, Skew Circulant Matrix 
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1. 引言

循环矩阵在编码、预处理器、通信、信号处理、图像处理、解决 Toeplitz 矩阵问题等领域中起着重

要的作用[1] [2] [3]。近年来，矩阵理论工作者对包含著名数列的循环矩阵进行了一系列的研究，如循环

矩阵的行列式、范数、逆矩阵及扩展式等。如[4]中通过构造变换矩阵给出具有 Fibonacci 和 Lucas 数的斜

循环的行列式，以及利用左斜循环矩阵和斜循环矩阵之间的关系求得左斜循环矩阵的行列式；[5]中使用

多项式的逆因式分解给出涉及 Perrin，Padovan，Tribonacci 和广义 Lucas 数的这些矩阵的确切行列式；[6]
是由获得的新公式来计算 H 矩阵的行列式。文献[7]利用 Pell 和 Pell-Lucas 数的一些性质来获得斜循环量

和左斜循环量矩阵的行列式；[8]是关于求 Fibonacci 数和 Lucas 数的循环矩阵的范数；[9] [10] [11]均是先

证明矩阵的可逆性，求出矩阵的行列式进一步写出其逆矩阵；[12]用 Tribonacci 数和广义 Lucas 数来表示

循环矩阵和左循环矩阵的扩展式的上下界。文献[13]给出了以 Fibonacci 数和 Lucas 数之积为元素的斜循

环矩阵的行列式、逆矩阵和范数等；郑和顺[10]研究了广义 Lucas 斜循环矩阵的精确行列式和逆矩阵；

Bozkurt [11]给出了带有 Pell 和 Pell-Lucas 数列的经典循环矩阵的行列式和逆矩阵。[14]研究了包含 Pell
和 Pell-Lucas 数之和的斜循环矩阵行列式、范数等。受上述研究的启发，本文将对以 Pell 与 Pell-Lucas
数之积为元素的斜循环矩阵、左斜循环矩阵的行列式、范数及扩展式的上下界进行研究。

2. 定义和引理

定义 1 [15]已知 Pell 数列{ }nP ： 2 12n n nP P P+ += + ，其中 0 0P = , 1 1P = , 2 2P = , 0n ≥ ； 
Pell-Lucas 数列{ }nQ ： 2 1n n nQ Q Q+ += + ，其中 0 2Q = , 1 2Q = , 2 6Q = , 0n ≥ 。定义新数列{ }nζ 满足

以下递推关系：
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2 16n n nζ ζ ζ+ += − ，其中 1 2ζ = , 2 12ζ = , 1n ≥ ,                     (1) 

其中 nζ 是第 n 个 Pell 数和第 n 个 Pell-Lucas 数之积。新数列{ }nζ 的前几个值如下表： 
 

n 1 2 3 4 5 

nζ  2 12 70 408 2378 

 
新数列{ }nζ 的 Binet 公式如下： 

2 2n n

n
α βζ
α β
−

=
−

,                                      (2) 

其中α 和 β 是特征方程 2 6 1 0x x− + = 的两个不同的根。 
定义 2 [16]以数列{ }nζ 为元素的 n 阶斜循环矩阵 

( )

1 2

1 1

1 2 3

3 4 2

2 3 1

, , , ,

n

n n

n nA SCirc

ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

−

 
 − 
 = =
 
− − 
 − − 





    





.                     (3) 

定义 3 [16]以数列{ }nζ 为元素的 n 阶左斜循环矩阵 

( )

1 2

2 3 1

1 2 3

1 2

1 1

, , , ,

n

n n

n n n

n n

A SLCirc

ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

− −

−

 
 − 
 ′′ = =
 

− 
 − − 





    





.                   (4) 

引理 1 [6]设每个矩阵 ( ), 1 , , , 1, , ,n k n k n k n k nX H H H H− += 的项为广义 k-horadam 数。当 1n ≥ 时有 

( )( ) ( ) ( )( )1 2 2
n

n
X g k a g k abf k b

−
= − + − . 

引理 2 

i) 1

1

2
4

n
n n

k
k

ζ ζ
ζ +

=

− −
=∑ ,                                                                (5) 

ii) 
( ) 1

1

5 1
4

n
n n

k
k

n n
k

ζ ζ
ζ −

=

− −
=∑ ,                                                          (6) 

iii) 
2 2

2 1

1

8 4
32

n
n n

k
k

nζ ζ
ζ +

=

− − −
=∑ ,                                                          (7) 

iv) 
2 1

1
2

1

2
6 1

n nn
i n n

i
i

a a a
a

a a
ζ ζ

ζ
+ +

+

=

− +
=

− +∑ .                                                      (8) 

证明： 
i) 由(1)式可得 
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( ) ( ) ( )

1 2 3
1

1 1 0 2 1 1 2

-1 -1 0 1
1

6 6 6

5 5 5 6

n

k n
k

n n

n

k n n n
k

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

=

− −

=

= + + + +

= + − + − + + −

= − − + − +

∑

∑



  ( )3 2 2a ≠ ±  

因此 

1

1

2
4

n
n n

k
k

ζ ζ
ζ +

=

− −
=∑ .                                 (9) 

ii) 由(1) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 3
1

1 1 0 2 1 1 2

1 0 1
1 1

2 3

2 6 3 6 6

5 4 5 4 1 2

n

k n
k

n n

n n

k k n n
k k

k n

n

k n n

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

=

− −

−
= =

= + + + +

= + − + − + + −

= + − + + + − +

∑

∑ ∑



 .                 (10) 

于是，由(9)和(10)得 

( ) 1

1

5 1
4

n
n n

k
k

n n
k

ζ ζ
ζ −

=

− −
=∑ . 

iii) 令 1

1

i i
i

i i

ζ ζ
χ

ζ ζ
−

+

 
=  
 

。由[6]引理 1 知当 1i ≥ 时，有 2
1 1 4i i i iχ ζ ζ ζ− += − = − 。 

对{ }nζ 有 

1 1

6
n n

n
ζ ζ

ζ + −+
= .                                   (11) 

因此，从(11)式可得 

2 2
2 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 1

2 2 2
1 1

1 1 1

2 2 2 2 2
1 0 1

1

2

6 36

2 8

36

4 8

36

n n n

k k k kn n
k k k k k

k
k k

n n n

k k k
k k k

n

k k k
k

n

n

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ

ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ

+ − + −
+ − = = =

= =

+ −
= = =

+
=

+ +
+ = =  

+ + −
=

+ − + − −
=

∑ ∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

 

所以 
2 2

2 1

1

8 4
32

n
n n

k
k

nζ ζ
ζ +

=

− − −
=∑ . 

iv) 令 

2
1 2

1

n
i n

n i n
i

S a a a aζ ζ ζ ζ
=

= = + + +∑  .                          (12) 

由(1)和(12)以及下面给出的公式 
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2 3 4 2
1 2

n
n na S a a aζ ζ ζ += + + + , 

2 3 1
1 26a 6 6 6 n

n nS a a aζ ζ ζ += + + + . 

可得 

( )2 2 1
16 1 2n n

n n na a S a a aζ ζ+ +
+− + = − + . 

因此 

( )
2 1

1
2

2
, 3 2 2

6 1

n n
n n

n
a a a

S a
a a

ζ ζ+ +
+− +

= ≠ ±
− +

. 

引理 3 [4]斜循环矩阵和左斜循环矩阵满足下列关系式 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,n nSCirc a a a a SLCirc a a a a= ∆  . 

这里

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

0 1 0 0 n n×

 
 − 
 ∆ = −
 
 
 − 







    



. 

引理 4 [12]若矩阵 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc ζ ζ ζ ζ=  ，定义 nA 的最大列和范数
1nA 、最大行和范数 nA

∞
和

Frobenius 范数 n FA 如下： 

1 1 1
max

n

n ijj n i
A a

≤ ≤ =

= ∑ , 
1 1
max

n

n iji n j
A a

∞ ≤ ≤ =

= ∑ , 

1
22

1 1

n n

n ijF
i j

A a
= =

 
=  
 
∑∑ . 

引理 5 [17]设 ( )1, 2, ,i i nλ =  是 n 阶矩阵 ( )ijA a= 的特征值，定义 A 的扩展式 ( )
,

max i ji j
s A λ λ= − ，则

A 的扩展式 ( )s A 的上界满足 

( ) 2 22
Fs A a A trA

n
≤ − , 

这里
FA 是 Frobenius 范数， trA是 A 的迹。 

引理 6 [18] 1) 若 ( )ijA a= 是 n 阶矩阵，当 A 是正规实循环矩阵，则有 

( ) ( )( )1 1 iji js A n a
≠

≥ − ∑ , 

2) 若 A 是 Hermitian 矩阵，则 ( ) 2maxi j ijs A a≠≥ 。 

3. 以 Pell 数和 Pell-Lucas 数之积为元素的斜循环矩阵的行列式、范数及其扩展式的上

下界 

定理 1 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc ζ ζ ζ ζ=  ，则 

( )
( ) ( )

1
2 2

1 1

4 4 2
det

2 6 2

nn
n n

n
n n n n

A
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
+

+ +

+ +
=

+ − + +
,                       (13) 

这里 nζ 表示第 n 个 Pell 数和第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 由已知的矩阵 nA ，可得 1det 1A = , 2det 148A = 以及 3det 346320A = 。 
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当 3n > 时，构造矩阵

1 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 6

0 0 0 0 0 1 6 1

0 0 1 6 1 0 0 0
0 1 6 1 0 0 0 0 n n×

 
 
 
 − −
 

∑ = − 
 
 

− 
 − 









        





， 

和 

2

1

3

1

1

2

1

1

1 0 0 0 0

0 0 0 1
2

0 0 1 0
2

0 0 0 0
2

0 1 0 0
2

0 1 0 0 0

n
n

n

n
n

n

n

n

n

n

n n

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ
ζ
ζ
ζ

−

+

−

+

+

+

×

 
 

  
  +  

     +  Ω =  
 

  
  +  

 
 + 
 
 







     







 

则 
'

1 1 2 3 2

2 3 2 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1 n

0
0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0

n n n

n n n

n

n n n

n

n n n

l
l

A

ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ ζ

− −

− −

+

+

+

+ ×

 
 
 
 +
 

Σ Ω = − + 
 
 
 +
 − + 









      





,                (14) 

其中

1
1

1
1 12

n k
n

n
n k

k n

l
ζ

ζ
ζ

− −
−

+
= +

 
′ =  + 
∑ ，

1
2

1 1

6 2
2

n k
n

n
n k n

k n

l
ζ

ζ ζ
ζ

− −
−

= +

 
= + + + 
∑ 。 

由(8)进一步简化 nl′及 nl 可得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1

2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 6

2 2 6 2

n n
n n n n n

n n
n n n n n

l
ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ

− −
+ +

−
+ + +

+ − + +
′ =

 + + − + + 

,                      (15) 

( )
( ) ( ) ( )

1
2 2 2

1 1 1

2 2 2

2 2 6 2

nn
n n

n n
n n n n n

l
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ
+

−
+ + +

+ +
=

 + + − + + 

.                      (16) 

对(14)式两端取行列式，有 

( ) ( )
( ) ( )

2 1
1 1 2 2

1 1

4 4 2
2 2

2 6 2

nn
n n n

n n n
n n n n

A l
ζ ζ

ζ
ζ ζ ζ ζ

− +
+

+ +

+ +
Σ Ω = + =

+ − + +
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其中 ( )
( )( )1 2

21 1
n n− −

Σ = Ω = − ，所以 

( )
( ) ( )

1
2 2

1 1

4 4 2
det

2 6 2

nn
n n

n
n n n n

A
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
+

+ +

+ +
=

+ − + +
. 

推论 1 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc ζ ζ ζ ζ=  ，则矩阵 nA 可逆。 
证明由定理 1 可知 0nA ≠ ，则所证成立。 
定理 2 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc ζ ζ ζ ζ=  ，则 

1
1

2
4

n n
n nA A

ζ ζ+
∞

− −
= = ,                             (17) 

( )2 2
1 8 4

32
n n

n F

n n
A

ζ ζ+ − − −
= ,                           (18) 

这里 nζ 是第 n 个 Pell 数与第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 由引理 4，(5)以及(7)可得 

1
1

1

2
4

n
n n

n i
i

A
ζ ζ

ζ +

=

− −
= =∑ , 1

1

2
4

n
n n

n i
i

A
ζ ζ

ζ +
∞

=

− −
= =∑ , 

( )2 2
12

1

8 4

32

n n n
n iF

i

n n
A n

ζ ζ
ζ +

=

− − −
= =∑ . 

定理 3 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SCirc ζ ζ ζ ζ=  ，则其扩展式 ( )ns A 的上下界满足 

( )
( )2 21

1

5 21 8 42 4 4 8
1 16

n n
n n

n

n nn n n
s A n

n

ζ ζ ζ ζ+
+

−
− − + + − − −

≤ ≤ −
−

,               (19) 

这里 nζ 是第 n 个 Pell 数与第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 已知 nA 的迹 1 2ntrA n nζ= = , nA 的非对角线元素之和 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 2 2
n n n n

n k k k k
k k k k

l A n k k n kζ ζ ζ ζ
= = = =

= − + − − = + −∑ ∑ ∑ ∑ . 

由(5)和(6)得 

( ) 1
5 21
2 4 4n n n

n nl A n ζ ζ +
−

= − − + + . 

斜循环矩阵 nA 满足 H H
n n n nA A A A=  ( H

nA 是 nA 的共轭转置)，所以 nA 是正规矩阵。又因为 nA 是正规实

循环矩阵，由引理 5 和引理 6 及(18)得 

( )
( )2 21

1

5 21 8 42 4 4 8
1 16

n n
n n

n

n nn n n
s A n

n

ζ ζ ζ ζ+
+

−
− − + + − − −

≤ ≤ −
−

. 

4. 以 Pell 数和 Pell-Lucas 数之积为元素的左斜循环矩阵的行列式、范数和其扩展式的

上下界 

定理 4 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SLCirc ζ ζ ζ ζ′′ =  ，则 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

1
12

2 2
1 1

4 4 2
det 1

2 6 2

nnn n
n n

n
n n n n

A
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

−
+

+ +

+ +
′′ = −

+ − + +
,   (20) 

这里 nζ 表示第 n 个 Pell 数与第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 由引理 3 可知 ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,n nSCirc a a a a SLCirc a a a a= ∆  ，则 1det det detn nA A−′′ = ∆ ⋅ 。其

中 ( )
( )1

1 2det 1
n n−

−∆ = − ，即证得

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
12

2 2
1 1

4 4 2
det 1

2 6 2

nnn n
n n

n
n n n n

A
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

−
+

+ +

+ +
′′ = −

+ − + +
. 

推论 2 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SLCirc ζ ζ ζ ζ′′ =  ，则 nA′′可逆。 
定理 5 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SLCirc ζ ζ ζ ζ′′ =  ，则

1
1

2
4

n n
n nA A

ζ ζ+
∞

− −′′ ′′= = ,    (21) 

( )2 2
1 8 4

32
n n

n F

n n
A

ζ ζ+ − − −
′′ = ,   (22) 

这里 nζ 是第 n 个 Pell 数和第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 利用与定理 2 相同的证明方法，即可得结论。 
定理 6 若 ( )1 2 3, , , ,n nA SLCirc ζ ζ ζ ζ′′ =  ，则其扩展式 ( )ns A′′ 的上下界 

( )
( ) ( )

( )

22 2
1

2 2
1

18 4 7 2 ,
16 322

8 4 ,
16

n n n n

n n

n n

n n n
ns A

n n n

ζ ζ ζ ζ
ζ

ζ ζ

+

+


− − − − − +

≤ ≤ 
 − − −

是奇

是偶

数

数

这里 nζ 是第 n 个 Pell 数与第 n 个 Pell-Lucas 数之积。 
证明 因矩阵 nA′′是对称矩阵，所以由引理 5 和引理 6 可知 

( ) 2 222max 2i n n nFA s A A trA
n

′′ ′′ ′′ ′′≤ ≤ − . 

对 nA′′有 2max 2i nA ζ′′ = 。由定理 5 可得 

( )2 2
1 8 4

32
n n

n F

n n
A

ζ ζ+ − − −
′′ = . 

当 n 为奇数时，有 

( )
1 1

2 2

1 2 3 2 1 2
0 1

n n

n n i i
i i

tr A ζ ζ ζ ζ ζ ζ

− −

+
= =

′′ = − + − + = −∑ ∑ . 

又 2 16n n nζ ζ ζ+ += − ，其中 1 22, 12ζ ζ= = ，所以 
1 1 1 1

2 2 2 2

2 1 2 2 2 1 1
0 1 1 0

5

n n n n

i i i i n
i i i i
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

− − − −

+ +
= = = =

− = − + +∑ ∑ ∑ ∑ , 

1 1 1
2 2 2

2 2 1 1 2 2 1
1 0 1

6 6 6

n n n

i i n i n
i i i
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

− − −

+ −
= = =

= − − − + +∑ ∑ ∑ . 

化简得 ( ) ( )1
1 7 2
8n n ntr A ζ ζ −′′ = − + 。若 n 是偶数，则
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( ) 1 1 3 3 1 1 0n n ntr A ζ ζ ζ ζ ζ ζ− −′′ = − + − + + − = . 

综上所述 

( )
( ) ( )

( )

22 2
1 1

2 2
1

18 4 7 2 ,        
16 322

8 4 ,                                             
16

n n n n

n n

n n

n n n
ns A

n n n

ζ ζ ζ ζ
ζ

ζ ζ

+ −

+


− − − − − +

′′≤ ≤ 
 − − −

是奇数

数是偶

. 

5. 数值例子 

例 1. 设矩阵 5

2 12 70 408 2378
2378 2 12 70 408
408 2378 2 12 70
70 408 2378 2 12
12 70 408 2378 2

A

 
 − 
 = − −
 
− − − 

 − − − − 

，求 5A 的行列式、范数及其扩展式的上和

下界。 
解 由 MATLAB 中求矩阵的行列式公式，计算得 5det 7.6087e 016A = + ，根据(13)可得 

5det 7.6087e 016A = + 。有引理 4 可得 

5 51
2870A A

∞
= = ， 5 29131980FA =  

又可根据(17)以及(18)分别得 5A 的三种范数 

5 51
2870A A

∞
= = ， 5 29131980FA = . 

从引理 5 及引理 6 可得 ( )5
14419 58263920

2
s A≤ ≤ ，以及由(19)可得 5A 扩展式的上、下界为 

( )5
14419 58263920

2
s A≤ ≤ 。 

例 2. 设矩阵 5

2 12 70 408 2378
12 70 408 2378 2
70 408 2378 2 12
408 2378 2 12 70
2378 2 12 70 408

A

 
 − 

′′  = − −
 

− − − 
 − − − − 

，求 5A′′的行列式、范数及其扩展式的上下界。 

解 在 MATLAB 中输入矩阵，再用求矩阵行列式的公式，求得 5det 7.6087e 016A′′ = + ，又因(20)可得

5det 7.6087e 016A′′ = + 。因引理 4 可得 

5 51
2870A A

∞
′′ ′′= = ， 5 29131980FA = , 

再由(21)和(22)得 

5 51
2870A A

∞
′′ ′′= = ， 5 29131980FA = . 

从引理 5 及引理 6 可求得 ( )54756 56615560s A′′≤ ≤ ，由定理 6 得 ( )54756 56615560s A′′≤ ≤ 。 
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