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摘  要 

本文对人工神经网络方法(ANN)求解偏微分方程进行了研究，选择特定偏微分方程将求解结果与经典有

限差分方法(FDM)进行了比对，最后得出在样本与训练次数选择恰当时，ANN方法可以得出相对较精确

的数值解，但需要选取恰当权重与激活函数，并对现有激活函数提出了修正。具体通过Lagaris发表文献

以复算计结果并进行了分析与探讨，更详细地揭示计算求解注意事项，最后结论得出权重训练次数后每
次迭代梯度愈小与解析解越接近，而激活函数改变对计算结果影响较小。此外对双曲二维Burgers方程

进行了稳态求解在100次训练过程后，但对非稳态及耗散损失还需后续进一步探讨研究。 
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Abstract 
In this paper, the artificial neural network (ANN) method for solving partial differential equations 
is studied. The specific equation is selected and the solution accuracy is compared with the clas-
sical finite element FDM method. Finally, when the sample and training times are selected prop-
erly, the ANN method can get relatively high numerical solution, but it needs to select the appro-
priate weight and activation function, and modify the existing activation function. The specific im-
plementation is to analyze and discuss the numerical solution of partial differential equation by 
using ANN through the early lagaris published literature recalculation calculation, and reveal 
more detailed calculation and solution precautions. Finally, it is concluded that the smaller the 
iteration gradient after weight training times is, the closer it is to the finite element result, and the 
change of activation function has little influence on the calculation result. In addition, the 
two-dimensional hyperbolic Burgers equation is solved in steady state, but the unsteady state and 
dissipation need further study. 
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1. 引言 

目前偏微分方程数值求解通常采用有限节点差分 FDM 方法，其可以保持较高精度，但随着智能算法如

神经网络、遗传等不断发展，在偏微分方程有所应用[1]。如 Lagaris, Isaac E 早期首次将 ANN 应用在偏微分

方程，但由于年份较远，细节论证讨论相对不清晰[2]。杨云磊对常微分方程进行了数值求解，但仅讨论了

常微分方程(ODE)，并且为强制边界[3]，康奈尔大学 MALLS 也将常微分方程进行了数值求解，并讨论了收

敛机理[4]，但上述仅讨论 ODE，未提及偏微分方程求解计算与权重函数迭代增量收敛性故不具备较深参考

性。因此为完善 ANN 计算应用，本文对 Lagaris 早期发表的文献进行复算与更详尽说明，并对双曲方程做

了求解应用，更好地明晰了求解过程，但对非稳态及耗散与 CFD 格式精度关联还需后续进一步探讨研究。 

2. 分析 

目前 FDM 对求解 PDE 方法较为成熟，对一般偏微分方程通常采用有点差分法，通过节点加密并迭

代求得数值解。而 ANN 采用改变过程变量权重，并经过训练以达到数值解，具体流程见图 1(a)~(d)，这

里不再系统阐述。 

3. 具体案例求解 

例 1 求解非其次泊松方程(文献[2] problem7)以计算求解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 3, , , sin 2 2 sinx y x y x y x y y x
y
∂

∇ Ψ +Ψ Ψ = π − π + π
∂
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[ ], 0,1x y∈  

( ) ( )0, 0, 1, 0y yΨ = Ψ =  

( ) ( ) ( ) ( ),0 0, ,1 2sinx y x xΨ = ∂ ∂ Ψ = π  

( ) ( )2, sina x y y xΨ = π  

其中 FDM 方法采用五点差分方法 Gauss 迭代与神经网络结果见图 2(b)，其中训练次数 T = 1，T = 10，T = 

50 三种，其中激活函数采用
1

1 e ax−+
，其中 1a = 。 

 

    
(a)                                                (b) 

    
(c)                                                 (d) 

Figure 1. (a) Solution flow of FDM method; (b) ANN solution process; (c) ANN process; (d) ANN method weighting 
process 
图 1. (a) FDM 方法求解流程；(b) ANN 方法求解流程；(c) ANN 流程；(d) ANN 方法加权过程 
 

   
(a)                                   (b)                                   (c) 
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(d)                                   (e)                                   (f) 

Figure 2. (a) FDM method to solve the numerical results; (b) ANN solution results (T = 1); (c) Solution result of ANN me-
thod (T = 10); (d) ANN solution results (T = 50); (e) Error of the solution and analytic solution of the e ANN method (T = 
10); (f) Error of solving and analytic solution by F ANN method (T = 50) 
图 2. (a) FDM 方法求解数值结果；(b) ANN 方法求解结果(T = 1)；(c) ANN 方法求解结果(T = 10)；(d) ANN 方法求解

结果(T = 50)；(e) ANN 方法求解与解析解求解误差(T = 10，ANN 方法求解值偏小)；(f) ANN 方法求解与解析解求解

误差(T = 50) 
 

具体测试参数设置见表 1，从表 1 得出，影响计算关键精度主要在于权重 w， iw∆  为每次权重变化率即

( 1i iw w −− )，当权重变化量。最右侧表示：最大权重增量梯度，以表征权重变化梯度，并且介于(0-1)区间。 
 
Table 1. Description of ANN method parameter setting and solution results 
表 1. ANN 方法参数设置与求解结果说明 

序号 类别 参数说明 节点数/求解时间 求解误差 ( )max iw∆  

1 FDM − 0.05 s 0.001 − 

2 ANN(T = 1) 
初始值 1 11, 0iw w ≠= =  

0,i i i tw p b w ε+ > ∆ ≤  0 1tε< < ，递减 

0.03 s 0.2~0.3 0.87 

3 ANN(T = 10) 0.5 s 0.01~0.1 0.23 

4 ANN(T = 50) 4 s 0.001~0.005 0.02 

5 ANN(T = 50) a = 0.80 − 1.2, Δa = 0.05，修正激活函数 4 s 0.001~0.005 
(结果无明显变化) 0.02 

 
例 2 选定文献 problem5。 

( ) ( )2 3, e 2 6xx y x y y−∇ Ψ = − + +  

[ ], 0,1x y∈ ， ( ) 30, y yΨ = ， ( ) ( )3 11, 1 ey y −Ψ = + ， ( ),0 e xx x −Ψ = ， ( ) ( ),1 e 1xx x−Ψ = +  

( ) ( )3, e x
a x y x y−Ψ = +  

求解过程与例 1 相同，结果见图 3。 
 

     
(a)                                   (b)                                   (c) 
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(a)                                   (b)                                   (c) 

Figure 3. (a) Analytic solution results; (b) FDM numerical solution results; (c) ANN solution result (T = 10); (d) ANN solu-
tion results (T = 50); (e) Error of solution and analytic solution in The METHOD of E ANN (T = 10); (f) Error of solving and 
analytic solution by F ANN method (T = 50) 
图 3. (a) 解析解结果；(b) FDM 数值解结果；(c) ANN 方法求解结果(T = 10)；(d) ANN 方法求解结果(T = 50)；(e) ANN
方法求解与解析解求解误差(T = 10)；(f) ANN 方法求解与解析解求解误差(T = 50) 
 

表 2 problem5 例求解参数设置与结果说明。 
 
Table 2. Solution parameter setting and solution result description 
表 2. 求解参数设置与求解结果说明 

序号 类别 参数说明 节点数/求解时间 求解误差 ( )max iw∆  

1 FDM − 0.03 s 1e−3 − 

2 ANN(T = 1) 

初始值 1 11, 0iw w ≠= =  

0,i i i tw p b w ε+ > ∆ ≤  0 1tε< < ，递减 

0.03 s 0.2~0.3 0.87 

3 ANN(T = 10) 0.5 s 0.05~0.2 0.23 

4 ANN(T = 50) 3 s 0.001~0.005 0.02 

5 ANN(T = 50) a = 0.80 − 1.2, Δa = 0.05，修正激活函数 3 s 0.001~0.005 
(结果无明显变化) 0.02 

6 ANN(T = 100) 同上 6 s 0.001~0.005 0.02 

 
例 3 求解稳态二维 Burgers 双曲方程根据文献[5]。 

2 2

2 2

vu v uu v
x y x y

µ µ∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂
，边界 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 , 0 2u u v v= π = π  

其解析解为：
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 24 4 2 4 4 2
exp exp exp exp

4 1 4 1 4 1 4 1
x t x t y t y t

t t t t
φ

µ µ µ µ

       − − − − − π − − − − − π
       = + + +
       + + + +       

 

由于是稳态求解，另时间 t=0，需要说明由于边界与文献边界不同，因此公式需要修正。 
结果如下： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 2 , ,t x y A x y x x y y N x y pΨ = + π− π−

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

0 1 0 0 0

1 1 1

, 2 2 ( ) 2 0 1

2 0 1

A x y x f y xf y y g x x g xg

y g x x g xg

= π− + + π− − π− +  

+ − π− +  
 

化简后： 
同时，为了简化问题取 t = 0 初始时刻，以求解稳态方程。 
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(a)                                                   (b) 

    
(a)                                                (b) 

Figure 4. (a) Analytic solution image; (b) ANN solution results (T = 10); (c) ANN solution results (T = 100); (d) ANN solu-
tion and analytic solution residue (T = 100) 
图 4. (a) 解析解图像；(b) ANN 方法求解结果(T = 10)；(c) ANN 方法求解结果(T = 100)；(d) ANN 方法求解与解析解

残差(T = 100) 
 

Burgers 双曲方程参数设置与求解结果见表 3。 
 
Table 3. Parameter setting of the solution method and description of the solution results 
表 3. 求解方法参数设置与求解结果说明 

序号 类别 参数说明 节点数/求解时间 求解误差 ( )max iw∆  

1 ANN(T = 1) 
初始值 1 11, 0iw w ≠= =

0,i i i tw p b w ε+ > ∆ ≤  0 1tε< < ，递减 

0.03 s 0.3~0.6 0.9 

2 ANN(T = 50) 0.5 s 0.05~0.2 0.23 

3 ANN(T = 100) 3 s 0.01~0.08 0.05 

 
通过计算可知，ANN 同样适用与双曲方程但求解精度有所下降，这与双曲方程不稳定性有关(库朗

数 CFL < 1)。但由于本案例处理稳态问题，因此得出 ANN 对稳态双曲同样适用，但处理非稳态问题还需

再探讨。图 4(c)结果偏小是由于 ANN 训练结果从下界逼近真实解析解。 

4. 讨论 
根据上述计算结果可知，对 ANN 求解偏微分方程精确，需要对权重函数进行约束，即

( ) , 0i i i if w p b w p b= ∗ + ∗ + ≥∑ ， 0 i tw ε< ∆ ≤ ， tε∆ 递减， iw∆ 求解采用最速下降法。 
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ANN 方法可求解出精度较高的数值解。具体流程及求解时间见图 5，对于求解步骤见表 4。 
 

 
(a) 

 
(b) 

  
(c) 

Figure 5. (a) ANN solution process; (b) Weight function solution process correction; (c) Is the relationship between training 
times and solution time; (d) Comparison of solution time 
图 5. (a) ANN 求解流程；(b) 权函数求解过程修正；(c) 训练次数与求解时间关系；(d) 求解时间比较 
 
Table 4. ANN solving steps 
表 4. ANN 求解步骤 

步骤 类别 说明 

1 确定偏微分方程类型，边界 
( )

( )

2 ,

,

f x y

x y C

∇ Ψ =

Ψ =
 

2 修正试函数 根据边界以修正，但对于双曲尽量选择较小时刻，避免震荡耗散。 

3 设置初始权重 wi，bi 满足 0i iw p b∗ + >  (1) 满足式(1)即可，但由于解无解因此需要增加 iw∆ 约束 

4 如果 i tw ε∆ <  Goto w(n)+Δwi/2; (2)否则停止训练 约束以对权重变化量进行修正，采用最速下降法并修正，防止训

练结果发散。 

5 输出训练后数值解并与解析解或 FDM 比对  
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5. 结语 

本文目前论述了人工神经网络 ANN 与经典有限元 FDM 求解偏微分方程的区别，得出了以下结论： 
1) 采用高斯经典 FDM 在处理偏微分方程问题时，求解时间较短，但本文只对椭圆型以双曲稳态方

程进行了验证，因此 FDM 方法与 ANN 方法求解偏微分方程优势较大需要后续更深入研究。 
2) ANN 方法求解精度取决于权重 w 设定，变化 iw∆ 愈小求解愈精确，其激活函数修正对计算结果影

响较小。 
3) 偏微分方程求解精度需要对权重变化率 iw∆ 设定约束条件。 
4) 通常求解到 max iw∆ 小于 0.1 时，求出数值解与解析解误差相对较小。 
5) 对二维双曲 Burgers 方程进行了稳态求解，但对非稳态时变效应及耗散问题还需后续进一步探讨

研究。 
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