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摘  要 

本文研究了平面图着色的性质，给出了平面图的变换，包括树形变换、三角形变换(n-圈变换)和桥变换

等，并且利用图的双色多项式证明了这些变换不改变着色数，进而研究了某些平面图的着色性质。 
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Abstract 
This paper studies the coloring properties of planar graph, gives their moves including tree-move tri-
angle-move (n-circle-move), bridge-move, and proves that these moves don’t change coloring number 
by using dichromatic polynomial. Furthermore, the coloration of some planar graphs is studied. 

 
Keywords 
Graph Coloring, Dichromatic Polynomial, Graph Move, Knot 

 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2021.105160
https://doi.org/10.12677/aam.2021.105160
http://www.hanspub.org


韩友发 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105160 1509 应用数学进展 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

纽结理论的核心问题之一就是分类，不论是早期的 Alexander 多项式[1]、Conway 多项式[2]到上个世

纪八十年代的中后期的 Jones 多项式[3]在纽结分类中发挥了重要的作用，推进了纽结理论和相关领域的

发展。Kauffman [4]一般化了 Jones 多项式，给出了 Jones 多项式存在比较初等的数学证明，同时利用这

些方法证明了纽结理论中泰特猜想。随着纽结理论研究的深入，其研究成果和方法在统计力学[3] [5]和生

物 DNA 分子重组[6]等领域都得到了广泛的应用，而且促进了这些领域的发展，特别是 Kauffman [4]还发

现了纽结理论与图论有着密切的联系，即纽结的投影图与它的平面图是一一对应的，因此建立了纽结多

项式和平多图多项式的联系，进而将图论的有些研究与纽结理论研究结合在一起，把平面图着色的问题

转化为多项式根的性质，因此为平面图着色问题的研究提出新的方法，充分体现了纽结理论发展的活力。 
本文分为二个部分，第一部分主要介绍了平面图基本概念和性质，特别是给出图的双色多项式的性

质和本文需要的一些结果。第二部分给出了图的变换，主要是研究了平面图在这些变换下着色的不变性。 

2. 预备知识 

定义 2.1 一个图是一个二元组，这个二元组包含一个顶点集 ( )V G ，一个边集 ( )E G 使得每一条边和

两个顶点相关联，不同的两边不能相交非顶点，并将这两个顶点称为这条边的端点。如果 ( ) ( )V G V G′ ⊆ ，

( ) ( )E G E G′ ⊆ ，那么称图G′为图 G 的子图。 
定义 2.2 设 n 是一个正整数，定义一个 n-弧是一个包含 n 条边， 1n + 个顶点的图，满足下面的性质：

将边记为 1 2, , nA A A ，顶点记为 0 1, , , na a a ，对于每一个 j， jA 的端点是 1ja − 和 ja 。图 1 是 3-弧。 
 

 
Figure 1. 3-arc 
图 1. 3-弧 

 
定义 2.3 设 n 是一个正整数，一个 n-圈定义为一个包含 n 个顶点和 n 个边的图 G，满足下面的性质：

顶点记为 0 1, , , na a a ，边记为 1 2, , nA A A ，对于每一个 j， jA 的端点是 1ja − 和 ja  (这里 0 na a= )。图 2 是

4-圈。如果一个图中没有圈，并且是连通的，则称为树形。 
 

 
Figure 2. 4-loop 
图 2. 4-圈 
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定义 2.4 设 G 和 H 是两个图，f 是一个一一映射，将 ( )V G 映到 ( )V H ，g 也是一个一一映射将 ( )E G
映到 ( )E H ， ( ),f gθ = 。称θ 是 G 到 H 的同痕，如果满足下面的性质：任意的顶点 x 是边 A 的端点当

且仅当 ( )f x 是边 ( )g A 的端点。如果这样的同痕映射θ 存在，则称图 G 和图 H 是同痕的。 
注：图论一般研究的就是同痕图的一些性质，本文中的图都是指在平面中的图，因此也可以称为平

面图。其实下面的很多讨论对三维空间的图也是成立的。 
定义 2.5 纽结是 3S 空间中与 1S 同胚的简单闭曲线；环链就是 3S 中由若干互不相交纽结组成的子空

间。 
纽结的 Alexander 多项式、Conway 多项式和 Jones 多项式等都是可以通过纽结的投影图来进行计算

的，由于它们都纽结的同痕不变量，所以与投影图的选取是无关的。而投影图就与平面图有着密切的关

系。 
首先介绍图的双色多项式 ( )Z G  [1] [3]，它有两个变量 q 和 v，满足下面三个条件： 
(1) ( )Z G q• =  
(2) ( ) ( )Z G qZ G• =  
(3) Z ( ) Z= ( ) vZ+ ( ) 
引理 2.1 [7] 在双色多项式 ( ),Z q v 中，当 1v = − 时，双色多项式特殊化为色多项式 ( )P G 。 ( )P G 表

示对图 G 的顶点用 q 种颜色着色，并保证相邻的两个顶点不同色的着色的方法数目。 
例子：Z ( ) 3 2 2 33 3q vq v q v q= + + + ，当 1v = − 时， ( ) ( )( )3 23 2 1 2P G q q q q q q= − + = − − 恰好是平

面图三角形着色数目。 
引理 2.2 [8]如果图 G 是子图 H 和 K 的不交并，那么 ( ) ( ) ( )P G P H P K= 。 
引理 2.3 [8]如果图 G 是子图 H 和 K 的并，满足 H K 是一个顶点，那么 

( ) ( ) ( )qP G P H P K= 。 

3. 平面图的变换及其着色性质 

这部分给出平面图的变换，利用双色多项式来研究这些变换对平面图着色性质的变化情况。 

3.1. 树形变换的着色问题 

先看一下一种特殊树形——“m-弧变换”的情形，可以得到： 
命题 3.1 设图 nG 是由 G 添加 m-弧 mL 构成，且 mL G′ 是一个顶点，则当 2q ≥ 时， ( ) 0nP G ≠ 当且仅

当 ( )1 0nP G − ≠ 。 
证明 首先考虑 1m = ，则 nG 是由 1nG − 添加 1-弧构成(见图 3)。 
 

 
Figure 3. 1-arc 
图 3. 1-弧图 
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由计算可得， ( )nZ G Z=  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1n n n nvZ G qZ G vZ G q v Z G− − − −+ = + = + 。 
由引理 2.1 可知，当 1v = − 时， ( ) ( ) ( )11n nP G q P G −= − ，所以 2q ≥ 时， ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( )1 0nP G − ≠ 。

其次，一般情形计算有， ( ) ( ) ( )m
nZ G q v Z G′= + ，当 1v = − 时， ( ) ( ) ( )1 m

nP G q Z G′= − ，所以， 2q ≥ 时，

( ) 0nP G ≠  当且仅当 ( )1 0nP G − ≠ 。从而结论成立。 
定理 3.1 设图 nG 由G′添加树 mT 得到，其中 mT 有 m 个顶点， mT G′ 是一个顶点(见图 4)，则当 2q ≥

时， ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。 
 

 
Figure 4. Tree 
图 4. 树形图 

 
证明 利用命题 3.1，由归纳法， ( ) ( ) ( )1m

nZ G q v Z G− ′= + ，当 1v = − 时， ( ) ( ) ( )11 m
nP G q P G− ′= − ，所

以 2q ≥ 时， ( ) 0nP G ≠  当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。从而结论成立。 
注 图G′是有 G 去掉树形得到的，把这种变换称为树形变换，该定理这说明树–变换不改变图的着

色数。 

3.2. “m–圈–变换”的着色问题 

命题 3.2 设图 nG 由 1nG − 添加一个 3-圈 P 得到， 1nG P−  是一个顶点(见图 5)，则当 3q ≥ 时， ( ) 0nP G ≠  
当且仅当 ( )1 0nP G − ≠ 。 

 

 
Figure 5. Graph with 3-loop 
图 5. 带 3-圈的图 

 
证明 通过计算可得： ( ) ( )( ) ( ) ( )2

22 1n nZ G q v q v v v Z G − = + + + +  ，当 1v = − 时， 

( ) ( )( ) ( )12 1n nP G q q P G −= − − ，所以， 3q = 时， ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( )1 0nP G − ≠ 。从而结论成立。 
定理 3.2 设图 nG 由G′添加一个 m-圈 P 得到，G P′

 是一个顶点(见图 6)，则有 
(1) 当 m 是偶数时，如果 2q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ ； 
(2) 当 m 是奇数时，如果 3q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。 
证明 
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当 1v = − 时， ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1m m
n

qP G q P G
q

− −−   ′= − − −  ，所以，当 m 是偶数时， 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1m
nP G q q P G−  ′= − − +  ，此时，如果 2q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。当 m 是奇数时， 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1m
nP G q q P G−  ′= − − −  。此时，如果 3q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。从而定理的结

论成立。 
 

 
Figure 6. Graph with m-loop 
图 6. 带 m-圈的图 

 

注 如果把“m-圈-变换”称为三角形变换，该定理说明三角形变换不改变图的着色数。 
推论 3.1 设图 nG 仅有一个 m-圈， nG 余下的部分是树 nT ，其中 nG 有 n 顶点，则有 
(1) 当 m 是偶数时，如果 2q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ ； 
(2) 当 m 是奇数时，如果 3q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 。 
证明 首先看一个特殊情形，设图 nG 仅有一个 3-圈， nG 余下的部分是树 nT ，其中 nG 有 n 个顶点(见

图 7)，由定理 3.1 可知，树形不改变着色数，所以， ( ) ( ) ( )3-nP G P P= =圈 三角形 ，从而当 3q = 时，结

论成立。 
 

 
Figure 7. Graph of 3-loop 
图 7. 3-圈的图 
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对于一般情形有 ( ) ( ) ( )-nP G P m P= =圈 多边形 ，由定理 3.1 和定理 3.2，结论成立。 

3.3. 桥变换的着色问题 

命题 3.3 设 nG 存在 m 条有相同端点的边 ( )1, ,kl k m=  ，去掉其中 1m − 条边后的图记为 nG′ ，则

( ) ( )n nP G P G′= 。 
证明 如果图 nG 的两个顶点 ,x y 存在两个相同端点的边，去掉其中一条重复边后的图记为 nG′  (见图

8)， ( ) ( )n nZ G Z G vZ′= +  ( ) ( ) ( )1nZ G v v Z′= + +  ( )，当 1v = − 时， ( ) ( )n nP G P G′= 。一

般情形同理可证。 
 

 
Figure 8. Graph of multiple edges 
图 8. 带多重边的图 

 
注 该命题说明在图中如果有两个顶点多重边相连，就可以看成只有一个边相连，这样不改变着色数。

如图 8 中， nG 经过这种变换得到 nG′，称这种变换为桥变换。从而说明桥–变换不改变图的着色性质。 
定理 3.3 设图 nG 由G′添加 m-弧 mL 得到， mG L′

 是 mL 的两个端点(见图 9)，则有 
(1) 当 m 为奇数时，如果 3q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ ； 
(2) 当 m 为偶数时，如果 2q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠ 当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。 
 

 
Figure 9. Graph with bridge 
图 9. 带桥的图 

 
证明： ( )nZ G Z=  ( ) vZ+  ( ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 1m m m mq v v q v v q v v q v Z G v Z G− − −  ′ ′′= + + + + + + + + + +   

当 1v = − 时， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 11 1 1 1 1m m m m
nP G q q q q P G− − −  ′= − − − + − + + − −   

当 m 为奇数时，如果 3q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠  当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ ； 
当 m 为偶数时，如果 2q ≥ ，则 ( ) 0nP G ≠  当且仅当 ( ) 0P G′ ≠ 。 
从而结论成立。 
注 该定理是命题 3.3 的一般化，因此也称进行了桥变换。同时由引理 2.2 和引理 2.3，可以讨论其它

图的着色性质。由于纽结投影图与平面图是一一对应关系，所以它们的有些变换是相互转化的，比如：

纽结投影图的 1R 变换就对应图的树形变换。 
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