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摘  要 

全概率公式是概率论与数理统计教学中的一个重点和难点内容。文中对全概率公式的授课过程进行了全

新的教学设计，解释了该公式与古典概率的关系，通过例题讲述了寻找样本空间的划分的方法，最后将

全概率公式应用于敏感性问题的调查中。 
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Abstract 
The total probability formula is a key and difficult content in the teaching of probability theory 
and mathematical statistics. A new teaching design for the teaching process of the total probability 
formula is proposed, in which we explain the relationship between the formula and classical 
probability and tell the method of looking for the division of sample space through examples. Fi-
nally, the total probability formula is applied to the investigation of sensitive problems. 
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1. 引言 

全概率公式是概率论中一个重要的公式，它提供了一种计算复杂情况下事件概率的有效方法，使得

复杂情况下事件的概率的计算简单化。全概率公式也是概率论与数理统计教学中的难点和重点问题，然

而在实际教学中，学生常常只是硬背公式，然后将问题中数据直接带入公式，对于此公式的真正含义的

理解不是很透彻。针对全概率公式，在教学过程，教师需要解释什么是复杂的事件，如何把一个复杂的

事件简单化，什么样的事件才是简单的事件等一系列的问题。结合作者多年实际教学经验，本文就全概

率公式的教学方法给出详细的讲解过程，结合具体案例，解释该公式的具体含义，以及如何应用该公式

如何求解具体的题目，最后将该公式应用于敏感性问题的调查中以调动学生的兴趣和提高解决实际问题

的能力。 

2. 教学过程 

2.1. 概念的引入 

在教学过程中，我们可以利用生活中处理复杂事件的方法来引入复杂事件简单化的方法。在生活中

当我们遇到一个事情比较复杂时，我们一般需要讲这个复杂的事情分成若干部分或若干阶段来解决，然

后在逐一解决各个部分，最后就可以完成整个事情。将这种思想应用复杂的事件，也就要将复杂的事件

分解一些简单事件的求和，同时要求这些事件是互斥的，这样，我们就可以先求解每一个简单事件的概

率，然后利用概率的性质求解复杂事件的概率。那么，如何分解这个复杂的事件呢？可以考虑先将样本

空间分解为互斥的事件的和，这样自然就可以把所求的复杂事件进行相应的分解。此时可以用一个图形

表示该思想(见图 1)，其中 B 表示复杂的事件，而 1 2, , , nA A A 互斥的事件，且其和为样本空间，而每个

Ai 与 B 的乘积事件 AiB 是互斥的( 1,2, ,i n=  )，且有 1 2 nB BA BA BA=   ，这样就将复杂事件 B 表示

互斥的事件 AiB 的和，若 ( )iP A B 比较容易求出，就可以求解出 ( )P B 的值。 
 

 
Figure 1. Decomposition of complex event B 
图 1. 复杂事件 B 的分解 
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2.2. 全概率公式的证明 

基于以上思想，我们可以给出样本空间的划分的定义以及全概率公式的证明过程。 
定义 1 [1]. 样本空间的划分设 S 为试验 E 的样本空间， 1 2, , , nA A A 为一组事件，若 1 2, , , nA A A 满足 

1) , , , 1,2, ,i jA A i j i j nφ= ≠ =  ；2) 
1

n

i
i

A S
=

=


。 

则称 1 2, , , nA A A 为样本空间 S 的一个划分，或称 1 2, , , nA A A 为一个完备事件组。 
定理 1 [1]. 设 S 为试验 E 的样本空间，An 为 S 的一个划分，且 ( ) 0iP A > ， 1,2, ,i n=  ，则对任一事

件 B，有 

( ) ( ) ( )
1

n

i i
i

P B P A P B A
=

= ∑                                 (1) 

公式(1)称为全概率公式。 

证：由于 1 2, , , nA A A 为 S 的划分，所以： 1 2, , , nA A A 是互斥的，且
1

n

i
i

A S
=

=


 

所以有 

( )1 2 1 2n nB B S B A A A BA BA BA= = =       

且 1 2, , , nBA BA BA 互不相容，由概率的有限可加性得 

( ) ( )
11

n n

i i
ii

P B P BA P BA
==

 
= = 

 
∑

 

又因为 ( ) 0, 1,2, ,iP A i n> =  ，由乘法公式 

( ) ( ) ( )i i iP BA P A P B A=  

所以有 

( ) ( ) ( )
1

n

i i
i

P B P A P B A
=

= ∑  

由此可以看出，全概率公式名字的由来可以理解为：“全”部概率 ( )P B 被分解为许多部分之和[2]。 

2.3. 例题 

以下需要用具体的例题讲解如何利用全概率公式求解具体的题目，需要重点解释该公式与古典概率

的关系。由定理 1 知，利用全概率公式求解复杂事件 B 的概率，关键在于寻找样本空间的一个划分，如

何寻找样本空间的划分是我们需要着重讲解的内容。 
例 1. 有三个箱子，分别编号为 1，2，3，1 号箱装有 1 个红球 4 个白球，2 号箱装有 2 个红球 3 个

白球，3 号箱装有 3 个红球。某人从三个箱子中任取一个箱子，从中任意摸出一球，求摸出的是红球的

概率。 
分析：在讲解此例题时，首先，提出如下问题能不能按照古典概率的定义，用红球的总个数除以球

的总个数进行求解呢？然后，给出本题的样本空间 S 的具体形式，从每个样本点的等可能性的角度解释

古典概率的不可行性，接着，引出 S 的划分的方法，最后，利用全概率公式求解此问题。 
解：记 B = {从取出的箱子中任意摸出一球为红球}，Ai = {任意摸出的球取自 i 号箱子}，i = 1, 2, 3。 
若将 1号箱子中的球编号为1,2, ,5 ，二号箱子中的球编号为 6,7, ,10 ，3号箱子中的球编号为 11, 12, 

13。 
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则样本空间为： { }1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13S = ，注意此时摸到第 i 号球的可能性不全相等，所以

不满足古典概率的条件，故答案不能是
6

13
。 

易知 { }1 1,2,3,4,5A = ， { }2 6,7,8,9,10A = ， { }3 11,12,13A = ，即 Ai，i = 1, 2, 3 构成了 S 的一个划分。 
由全概率公式可得 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 2 1 81
3 5 3 5 3 15

n

i i
i

P B P A P B A
=

= = × + × + × =∑ . 

由例1知，当摸出的球取自不同的箱子时，取得红球的概率的是不同的，因此，可以认为诸 ( )1,2,3iA i =
是引起事件 B 的概率发生变化的原因，也就是说，所有引起事件 B 的概率发生变化的原因就是样本空间

的划分，这为寻找样本空间的划分提供了一个简单的途径。 
例 2. 发报机发出“.”的概率为 0.60，发出“—”的概率为 0.40；收报机将“.”收为“.”的概率为

0.99，将“—”收为“.”的概率为 0.02。求收报机将任一信号收为“.”的概率。 
解：令 B ={收报机将任一信号收为“.”}，由题意知，发出的信号的不同是引起 B 的概率大小发生

变化的原因，因此，令 A1 = {发报机发出“.”}，A2 = {发报机发出“—”}，则 A1 和 A2 就组成了样本空

间的一个划分。且知 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20.6, 0.4, 0.99, 0.02P A P A P B A P B A= = = =  

由全概率公式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0.6 0.99 0.4 0.02 0.602P B P A P B A P A P B A= + = × + × = . 

2.4. 对全概率公式的理解 

若将事件 B 看作试验的一个结果，诸 Ai， 1,2, ,i n=  是引起 B 发生的原因(途径、条件等)，每个原

因都有可能引起结果 B 的发生，在每个原因 Ai 下 B 发生的概率 ( )iP B A 是不同的，而试验结果 B 最终发

生的概率就是各个原因 Ai 下 B 发生的概率 ( )iP B A 以 ( )iP A 为权的加权平均值。由此可以形象的把全概

率公式看成为“由原因推结果”，每个原因对结果的发生有一定的“作用”，即，结果发生的可能性与

各种原因的“作用”大小有关，全概率公式表达了它们之间的关系。 

2.5. 全概率公式的应用 

在教学过程中，如果能利用理论知识解决实际问题，可以加深同学门对公式的理解和应用，以达到

学以致用的目的。全概率公式可以应用到敏感性问题的调查中[3] [4]。 
在生活中有很多敏感性问题：“你吸大麻吗”、“你是同性恋吗”、“你是单亲家庭吗”、“你有

暴力倾向吗”等等，对于这类问题，被调查者往往不愿意直接给出真实的答案，但是这类人群的比例是

应该值得关注的一个重要数据。那么如何设计一个方案，即能够让被调查者如实的回答问题，且又能保

守住这类人的个人隐私呢？经过多年的研究和实践，一些心理学家和统计学家设计了一种调查方案，解

决了这个问题。做法如下：对被调查者提出两个问题，一个是敏感性问题 S，一个是无关紧要的问题 T，
如 S：你是同性恋吗？T：你的电话号码的最后一位数是偶数吗？一般来说，问题 T 的可能性的大小是已

知的。然后要求被提问者投掷一枚硬币，出现正面要求正确回答 S，出现反面要求正确回答 T。这时提问

者并不知道被提问者回答的是哪一个问题，这个信息是保密的，每个被提问者只是回答“是”或“否”，

从这些结果，可以估计出同性恋人群的比例。下面利用全概率公式给出解答。 
设 B 表示回答“是”，A1 表示掷硬币正面朝上，A2 表示掷硬币反面朝上；此时 ( )1P B A 就是我们关
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心的同性恋人群的比例， ( )2P B A 表示人群中电话号码最后一位为偶数的概率，是已知的。则由全概率

公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 1
2 2

P B P A P B A P A P B A P B A P B A= + = +  

所以有 ( ) ( ) ( )1 22P B A P B P B A= − 。 
则调查结束后，可以用回答“是”的比率代替 ( )P B ，从而得到同性恋人群的比例。 

3. 结论 

综上所述，利用全概率公式可以求解复杂事件的概率。首先，需要确定所求的问题是否一个事件的

结果；其次，需要寻找所有引起该结果的概率发生变化的原因，将其作为样本空间的划分，最后将原因

和结果应用到全概率公式中进行求解。 
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