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摘  要：应用权函数，给出一个新的有最佳常数因子的半离散 Hilbert 型不等式。同时给出他的等价式。 
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近年来，人们陆续对不等式(1)(2)作了大量推广[2-16]。2011 年杨必成教授给出以下半离散 Hilbert 型不等式[2]： 
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其中  1 2,B   为  函数。 

我们应用权函数，将给出一个 3 齐次的有最佳常数因子的半离散 Hilbert 型不等式。同时给出他的等价式。 

以下我们总假设
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2. 一些引理 
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证明：首先我们易有 
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引理获证。 
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则有如下不等式： 
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证明：由带权 不等式及引理 1，有 Holder
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故(4)成立。类似地有， 
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及类似地, 
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故有式(6)。又设 1y xt   

   

   

   

3
13 21

2

2 21
1

3
13 21

2

2 21 1

1

2
1

1 2 21

1

2
1

( ) : d
max ,

d d
max ,

d d
max 1, 1 1

ma

q
p

n

q
p

q

x

q

nI x x
x n x a n x b n

yx y x
x y x a y x b y

tx t x
t a t b t

tx



 
 

     

 
 

     











 









 
 



 
  


  



 

 
      

 
      

 
      





 

 



       

       
1

1

1 2
1

2 2 2 21 0 1 0

1
1 2 12

1 1

2 2 2 20 0 1

1

2

d d d d
x 1, 1 1 max 1, 1 1

1 d d
 d

max 1, 1 1 max 1, 1 1

1
1

max 1

q
x

q
t

q

tt x x t x
t a t b t t a t b t

t t t t x x
t a t b t t a t b t

t t

K



















 




    


  



   
               

 
   

     

 
  

  

   

  

   






     

1

2

1

2 2 2 20 0

1
d d

, 1 1 max 1, 1 1

q pt t t

t t K
t a t b t t a t b t

 
 

 






 
  

   
      

其中 知(7)成立，引理得证。  
0

lim 0


 




3. 主要结果 

定理：设 ,1,p  0na   f x 在 非负可测，且0,  
3

1 1
2

0
0 d

p
px f x x

        ，
3

1 1
2

1

0
q

q
n

n
n a

    
 



  ，则

有如下等价不等式： 

 
   

     

 

2 20
1

2 20
1

1 1
3 3

1 1 1 1
2 2

1
1

: d
max ,

  d
max ,

    d

n
n

n

n

p qp q
p q

n
n

f x
I a x

x n x a n x b n

a
f x x

x n x a n x b n

K x f x x n a

     

     

 

 







             




 


 

       
    

 








                         (8) 

   
33 1 11
22

1 2 20 0
1

( )
d d

max , ( )( )

p
p p

p p

n

f xJ n x K
x n x a n x b n



     

        



 
   
   

   x f x x              (9) 

   
33 1 11
22

2 2 20
1 1

d
max ,

q
q q

qn
n

n n

a qJ x x
x n x a n x b n



     

        

 

 
  
   
  K n a                   (10) 

这里常数因子 K 由引理 1 定义，且 K ， pK 及 qK 均为最佳值。 
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证明 由逐项积分定理， I 有两种表示，由 不等式，有 Holder

 
   

1

3 1 1 3 1 3
1 1

2 2 2
12 20

1 1

: d
max ,

q

q
qp p

n n
n n

f x pI n x n a
x n x a n x b n

  

     

        

 

    
     
         

  J n a  

由式(9)得式(8)。反之，设(8)成立，取 

 
   

1
3

1
2

2 20
d

max ,

p
p

n
f x

a n x
x n x a n x b n



     



  
 
   
  

则由式(8)，有 

 

1 1
3 3

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1
1 1

d
3

2
p qq p

q p
n n

n n
n a J I K x f x x n a

                      

 

q
q

            
     

 


 

易由条件知 ，如 ，则式(9)自然成立；如 则式(8)条件都具备，上式取严格不等号，且有(9)成立。

可知(8)与(9)两式等价。由条件，上式取严格不等号。类似不难证明，(8)与(10)两式等价。 

1J   1=0J 1 0J 

类似地，设(8)成立，取 

     

1
3

1
2

2 2
1 max ,

q
q

n

n

a
f x x

x n x a n x b n



     






 
  
   
  

由式(8)有 

   

1 1
3 3

1 1 1 1 1 1
2 2

21 1
1

d d
3

2
p qp p

p p
n

n
x f x x J I K x f x x n a

                      



q
q

            
     

 


 

易由条件知 ，如 ，则式(10)自然成立；如 则式(8)条件都具备，上式取严格不等号，且有(10)

成立。(8)与(10)两式等价。故式(8)，式(9)与式(10)等价。 
2 J   2 0J  2 0J 

设有常数 K 0  ,K K  使 K 代替式(8)中的常数因子 后不等式(8)仍然成立。取K  f x 和 代入，(na  f x 和

如引理 3 所定义)，有 na

       

1 1
3 3

1 1 1 1
2 2

2 20 1
1 1

d d
max ,

p qp q
p qn

n
n n

a
f x x K x f x x n a

x n x a n x b n

 

     
 

               

 

          
       

  
  


 

由引理 3 并令  充分小，得      1 1 1 1K o K o    ，再令 0  ，有 K K  ，与 K K 矛盾，即式(8)中

的常数因子 为最佳的。又由等价性易知(9)和式(10)中的K pK 和 qK 也为最佳值。证毕。 
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