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Abstract: The solution’s formal similarity is gained by reducing the analytical expression of linear non-ho-
mogeneous boundary-value problems for second-order linear homogeneous differential equations, a new me- 
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摘  要：本文针对二阶线性齐次微分方程的线性非齐次边值问题，通过对其解式的分析和简化，获得

了解式的相似结构；提出了一种由一个基本边值问题的解去构造出较为复杂边值问题的解的一种新方

法，有利于解决相应的应用问题。 
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1. 引言 

对工程技术问题中提炼出的一些微分方程(组)的求解问题大多都可归结为求解常微分方程(组)，那么研究常

微分方程(组)边值问题解的结构对于解决工程实际中的问题就显得非常有用。 

文献[1-6]研究了一些微分方程边值问题的解的形式，发现在不同的外边界条件下，方程的解有着统一的形

式。微分方程解的相似结构理论是研究微分方程的边值问题解的表达式之间的联系的基础，即当边界条件中有

一个为非齐次时，其解的表达式可以像实数一样表示成连分式或连分式乘积的形式，即解的相似结构，其形式

由一非齐次的边界条件决定，而其它的边界条件则决定其核函数。微分方程解的相似结构理论可以广泛地应用

工程中，特别是在各类油气藏渗流模型的求解问题中。文献[7-20]对均质、双孔、合采、复合等油藏的平面径向

渗流模型求解都得到解的相似结构，油气藏渗流模型在不同外边界条件定义不同的核函数，其解有相同的结构。

对不同的外边界条件只需改变其解的相似结构式中的相似核函数，这无疑对人们系统和全面地认识同一渗流定
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解方程在不同定解条件下的压力分布规律带来清晰明了的数学直观以及编制相应试井分析软件的便利，更是可

以提供一种由基本渗流边值问题的解去构造出复杂渗流边值问题的解的方法。 

本文将文献[6]所讨论的齐次线性微分方程的边值问题中的右边界条件推广到非齐次的第三类边界条件情

形，并对这一问题的解式进行分析和简化，同样得出其解的相似结构和相似核函数，并举例说明其在渗流工程

中的一些应用。 

2. 解的相似结构理论 

文献[6]研究了以下二阶齐次线性微分方程两点边值问题： 

    0y p x y q x y                                         (1) 
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   0 or 0y R y R                                        (3) 

其中 均为实数，, , , ,a b c d R 0c  ， ，1R     1 1,p x C R ，    2 1,q x C R 。记  1y x ，  2y x 为方程(1)的两个

线性无关的解。 

定理 1[6] 在不同外边界条件下，边值问题(1)(2)(3)的解有统一的形式，即解的相似结构： 
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其相似核函数为： 
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其中： 

         1 2 1 1 2x y R y x y R y x   ，          2 2 1 1 2x y R y x y R y x     

由定理 1 可知，边值问题的解可以表示成连分式乘积的形式；在不同的边界条件(3)下只有相似核函数不同，

并且核函数是两个线性无关的解的一个组合。 

定理 2 当边值问题的右边界件为非齐次的混合边界条件时 

 x R
my ny d


                                         (6) 

其中 均为实数， 。 , ,d m n 0mn 

边值问题(1)(2)(6)的解有如下相似结构： 
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其中，  x 是相似核函数： 

       1 2

d
x m x n x x

c
                                      (8) 
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                 1 1 2 2 21 1 1 1 1 1 1x ay ab y y x ay ab y y x              

证明：微分方程(1)的通解为： 

     1 1 2 2y x c y x c y x                                       (9) 

其待定系数 可以由边界条件确定。 1 2,c c

由左边界(2)条件可得： 

           1 1 1 2 21 1 1 1 1 1ay ab y c ay ab y c c          2                   (10) 

由右边界条件(6)，得： 
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联立式(10)，(11)，得 ： 1 2,c c
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将所求 代人式(9)中，即可得边值问题(1)(2)(6)的解为： 1 2,c c
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其中： 
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令： 
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整理得解的相似结构： 
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定理 2 表明，当边界条件为非齐次边界条件时，二阶齐次线性微分方程的两点边值问题的解可以表示成为

连分式的形式，即解的相似结构，其形式只由左边界条件决定。右边界条件的变化只影响解的相似核函数。 

推论 1 当边值问题的右边界条件为非齐次的第一类和第二类边界条件时，边值问题的解有同一相似结构(7)，

并且其相似结构分别为： 
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推论 2 
 
( )

1

x


是二阶齐次线性微分方程边值问题： 
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的解。 

推论 2 表明相似核函数的实质是当左边界条件为第二类边界条件时边值问题的解。这也提供了一个通过简

单的边界条件的边值问题的解求解复杂的边界条件的边值问题解的方法。 

3. 解的相似结构理论的应用举例 

微分方程解的相似结构理论可以广泛地应用工程中，特别是在各类油气藏渗流模型的求解问题中。对均质、

双孔、合采、复合等油藏的平面径向渗流模型求解都得到解的相似结构。 

例 1：文献[10]讨论的均质油藏平面径向渗流方程的边值问题： 
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外边界封闭时其解的相似结构为： 
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对应于三种外边界条件的相似核函数为 
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这里，符号说明详见文献[10]。 
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