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摘  要 

本文以代数几何基本理论和方法为基础，研究了多元齐次多项式插值问题。得到了构造多元齐次插值多

项式空间及沿多元齐次代数超曲面的插值正则结点组的迭加构造法。基本搞清了多元齐次插值正则结点

组的拓扑结构，并给出实验算例对本文所得理论方法进行了验证。 
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Abstract 
Based on the basic theory and method of algebraic geometry, this paper studies the problem of 
multivariate homogeneous polynomial interpolation. In this paper, we obtain the superposi-
tion construction method of constructing multivariate homogeneous interpolation polynomial 
space and interpolation regular node group along multivariate homogeneous algebraic hyper 
surfaces. The topological structure of the regular node group of multivariate homogeneous in-
terpolation is basically clarified, and an experimental example is given to verify the theoretical 
method. 
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1. 引言 

二元以及多元函数的插值与逼近[1] [2]，是随着电子计算机的广泛应用而活跃起来的一个研究领域，

这类问题在有限元问题中，在计算机辅助几何设计中以及在趋势曲面分析等问题中都有着广泛的应用。 

2. 基本概念和主要定理 

定义 1：(多元齐次多项式)若数域 P 上的 s 元多项式的各单项的全次数均为 n ，则称该多项式为 s 元 n

次齐次多项式。令 ( )s
nH 代表所有定义于数域 P 上的 s 元 n 次多项式构成的集合，即 
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定义 2：(多元齐次多项式 Lagrange 插值问题提法) 

令 ( ) 1
   1
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项式 ( ) ( )s
np x H∈ 那么这个多项式需要适合以下的插值条件： 

( ) ( ),  1, , s
i i np Q f i d= = �                                  (1) 

定义 3：(多元齐次多项式 Lagrange 插值定义)假设对于任何一个给定的实数组{ }
( )

1

s
nd

i i
f

=
，方程组(2.1)

总存在唯一一组解，则称该多元齐次插值问题是正则插值问题，而且相对应的插值结点组 { }
( )

1

s
nd

i i
A Q

=
= 是

对于多元齐次多项式空间 ( )s
nH 的一个插值正则结点组。 

定义 4：(齐次超曲面)若 ( ) ( )s
nh x H∈ 是一个 s 元 n 次(非零)齐次多项式，在空间 ( )sR 上，形成方程

( ) 0h x = 的点够成一个全体，记这个全体为与 ( )h x 相对应的 n 次齐次代数超曲面，并简称为 n 元齐次代

数超曲面[3]。 

基本定理： { }
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s
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=
= 是 ( )s

nH 的正则插值结点组的充要条件是 A 中任意点不能同时落在 ( )s
nH 中任何 

一个代数超曲面上[4]。 
定义 5：(沿齐次代数超曲面插值问题) 
令 
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假设 ( ) 0q x = 是一个 k 次齐次元重复分量代数超曲面(其中代数超曲面 ( ) 0q x = 是无重复分量的代数

超曲面，假设齐次多项式 ( )q x 的分解因式中不存在重数 2≥ 的重因子)，代数超曲面 ( ) 0q x = 上的 ( ) ( )s
nd k

个相异点是 { }
( )( )
1

s
nd k

i i
B Q

=
= ，对于一个随意给定的实数组{ }
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nh x H∈ 使之适应如 
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i i nh Q f i d k= = �                                (3) 

假设对于任意一个给定的实数组{ }
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方程组(3)总存在一组解，则称结点组 { }
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=
= 为沿 k 次

代数超曲面 ( ) 0h x = 的 n 次正则插值结点组，并先简单记为 ( ) ( )s
nB I h∈ 。本文主要结果如下： 

定理 1：假设一个齐次正则插值结点组 { }
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则C A B= ∪ 必定构成 ( )s
n kH + 的齐次正则插值结点组。 

定理 2：一个 m 次齐次代数超曲面 ( ) 0p x = 与另一个 k 次齐次代数超曲面 ( ) 0q x = 交于一个流形

( ) ( ) ( ), ,  s
nC S p q A I q= ∈ ( ) ( ) ,  s

n mB I C A B+∈ ∩ =∅，则 ( ) ( )s
n mA B I q+∪ ∈ 。 

3. 定理的证明 

首先给出一个基本引理， 

基本引理[5]： { }
( )( )
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=
= 是一个位于 k 次齐次代数超曲面 ( ) 0q x = 上的点组，沿超曲面 ( ) 0q x = 能

够做成 n 次齐次正则插值结点组的充要条件是：对任意一个适合零插值条件 ( ) 0ig Q = ， iQ A∀ ∈ 的齐次

多项式 ( ) ( )s
ng x H∈ 来说，至少有一个多项式 ( ) ( )s

n kr x H −∈ 使得 ( ) ( ) ( )g x q x r x= 。 

证明：只证必要性  

因为 { }
( )( ) ( ) ( )1

s
nd k s

i ni
A Q I q

=
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所以 ( ) ( ) ( )g x q x r x= 。 

定理 1 证明： 
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这恰好等于 ( )s
n kH + 的维数。 

假设点组C A B= ∪ 不是关于 ( )s
n kH + 的正则结点组，则由基本定理知，必有不恒为零多 

( ) ( )n k n kh x H x+ +∈ ，使得 ( ) 0
in k Qh + = ， iQ C∀ ∈ 特别地， ( ) 0,  n k i ih Q Q B+ = ∀ ∈ 。 

由于 ( ) ( )s
n kB I h+∈ ，则由基本引理知，存在 ( ) ( )s

nr x H∈ ， 

使得 
( ) ( ) ( )s
n kh q x r x+ =                                       (4) 

又因为 ( ) 0n k ih Q+ = ， iQ A∀ ∈ 。所以 ( ) ( ) ( )0 n k i i ih Q q Q r Q+= = ， iQ A∀ ∈ 。 

但是 ( ) 0iq Q ≠ ， iQ A∀ ∈ 。 
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所以 ( ) 0ir Q = ， iQ A∀ ∈  

而 A 是 ( )s
nH 的正则插值结点组， ( ) ( )s

nr x H∈ 这显然与 A 是 ( )s
nH 的正则插值结点组矛盾。 

所以C A B= ∪ 必定构成 ( )s
n kH + 的正则插值结点组。 

定理 2 证明： 
证明：不妨设存在 ( ) ( )s

n mg x H +∈ 满足 ( ) 0ig Q = ， iQ A B∀ ∈ ∪ 有基本引理知只须证存在 ( ) ( )sr x H∈ 使

得 ( ) ( ) ( )g x q x r x=  

由于 ( ) ( )s
n mg x H +∈ 且 ( ) 0ig Q = ， iQ B∀ ∈ 而 ( ) ( )3

n mB I C+∈ ， 

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x x p x x q xα β= +                               (5) 

又因为 

( ) 0ig Q = , iQ A∀ ∈                                   (6) 

将(6)代入(5)中有 ( ) ( ) 0i iQ p Qα = ， iQ A∀ ∈  

但是 ( ) 0Ip Q ≠ ， iQ A∀ ∈ ，只有 ( ) 0iQα = ， iQ A∀ ∈  

又由于 ( ) ( )s
nx Hα ∈ ， ( ) ( )s

nA I q∈ 。 

由基本引理知 

( ) ( ) ( )x q x r xα = �                                    (7) 

将(7)代入(5)中有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )g x q x r x p x x q x r xβ= + =�  

证毕。 

4. 具体构造方法及实验算例 

取 ( )0,1 为 ( )2
0H 的一个齐次正则插值结点组，不经过 ( )0,1 在 2 2y x= 上任取两个点 ( )1,1− 和 ( )1,1 ，则

由定理 1 知这三点构成 ( )2
2H 的齐次正则插值结点组。取被插值函数 ( ), 2x yf x y += ，则所确定的唯一一条

插值函数 ( ) 2 2
2

1 3, 2
2 2

h x y x y xy= + + ，由 MATLAB [6]做出被插值函数与所求二元齐次插值多项式的图像 

如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Effect diagram of bivariate homogeneous interpolation 
图 1. 二元齐次插值效果图 
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