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摘  要 

本文研究如下线性自排斥扩散的参数估计问题： ( )∫ ∫0 0
d d

t s
t t s rX M X X r s tα α α αθ ν= − − + ，其中， Mα 是一

个对称α-稳定过程( 1 2α< < )。该过程为一类自排斥扩散的类似过程。在连续观测条件下，我们使用最

小二乘法对两个未知参数进行了估计，研究了它们的渐近分布，并通过仿真模拟探究了估计量的精度。 
 
关键词 

稳定过程，自排斥扩散，参数估计，渐近分布 

 
 

Parameter Estimation for the Linear 
Self-Repelling Diffusion Driven by α-Stable 
Motions 

Leyi Shen, Jinying Tong, Litan Yan 
College of Science, Donghua University, Shanghai 
 
Received: Aug. 24th, 2021; accepted: Sep. 9th, 2021; published: Sep. 26th, 2021 
 

 
 

Abstract 
In this paper, we consider parameter estimations of the linear self-repelling diffusion  

( )∫ ∫0 0
d d

t s
t t s rX M X X r s tα α α αθ ν= − − + , where Mα  is a symmetrical α-stable motion ( 1 2α< < ). The 

process is an analogue of the self-repelling diffusion. By using least squares method, we study es-
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timators of unknown parameters, give their asymptotic distributions under the continuous ob-
servation and study the accuracy of the estimator. 

 
Keywords 
Stable Motion, Self-Repelling Diffusion, Parameter Estimation, Asymptotic Distributions 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

1992 年，Durrett 和 Rogers [1]研究了一类增长物模型。在某种条件下，他们建立了如下随机微分方

程解的渐近性质： 

( )
0 0

d d
t s

t t s uX B f X X u s= + −∫ ∫  

其中 B 是布朗运动，f 是 Lipschitz 连续的。 tX 对应于聚合物在时间 t 所在的位置。在一定的条件下，他

们建立了随机微分方程解的渐近行为并且给出了一些推论。该模型是边缘自交互随机游走的连续模拟。

自交互随机过程有助于理解自我组织和学习行为。 
对任意 0t ≥ ， 

( ) ( )0 0
d , d

t X
t t sX X B s f x s X x x= + + − +∫ ∫�   

这个公式清晰地说明了过程 X 与其占位密度的交互。我们可以将这个解过程称为与其自身通过的轨

迹相互作用的布朗运动，即自交互过程。如果对 f 没有任何限制，那么方程定义了一个自交互扩散。如

果对于 ( ) 0x f x⋅ ≥  (反之≤0)，我们将它称作自排斥扩散(反之自吸引扩散)。换言之，它更倾向于靠近其

之前到达过的位置。1995 年，Cranston 和 Le Jan [2]扩展了该模型，并且建立了以下的线性情形： 

( )
0 0

d d , 0
t s

t t s uX B X X u s t tθ ν= − − + ≥∫ ∫  

其中 0θ > ， Rν ∈ 是两个参数，B 是一个标准布朗运动。该方程的解称为线性自吸引扩散，Cranston 和

Le Jan [2]证明了当 t 趋于无穷时解的收敛性。更多相关结果可参考文献[3]-[9]。 
最近，Yan [10]等考虑了由对称α -稳定过程驱动的自交互扩散，得到了以下线性方程的渐近行为： 

( )0 0
d d

t s
t t s rX M X X r s tα α α αθ ν= − − +∫ ∫  

其中， 0 0X α = ， M α 是一个对称α -稳定过程， 0θ ≠ ， Rν ∈ 并且 0 2α≤ ≤ 。在本文中，我们考虑在连

续观测下的情形，即上述方程定义了一个带跳的自排斥扩散。 
另一方面，越来越多的学者研究由 Lëvy 过程驱动的随机过程的参数估计，因为其在金融领域有很强

的应用性(可参考文献[11] [12] [13])。当随机过程由α -稳定过程驱动时，Hu 等[14]研究了 O-U 过程的最

小二乘估计量的强相合性和渐近分布。 
我们主要通过 Hu 等[14]提供的方法来研究方程中参数θ 和ν 的最小二乘估计，对方程进行连续观测

研究参数的估计问题，其中 0θ < 。通过统计模拟，可以通过绘制两个参数的最小二乘估计量的图直观地
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看出估计量的精度。 
记 

( )0
d , 0

t
s s rY X X s tα α α= − ≥∫  

θ 和ν 的最小二乘估计量可以由以下比较函数的最小值求出： 

( ) ( ) 2

0
d,

T
n t tYX tα αρ θ ν ν θ= −−∫  

得到θ 和ν 的最小二乘估计量： 

( ) ( )22

0 0

0 0

d d

d d
ˆ T t t

T T

T T

t

T
t t

X Y t T Y X

T Y t Y t

α α α α

α α
θ

−
=

−

∫ ∫

∫ ∫
 

以及 

( )0
ˆ dˆ 1

T T T
T

tX Y t
T

α αν θ= + ∫ 。 

其中1 2α< < 。本文的主要目的是证明以下定理： 
定理 1：假设1 2α< < 并且 0θ < ，则最小二乘估计量 T̂θ 和 T̂ν 是强相合的，即当 T 趋于无穷大时，

收敛性： 

T̂θ θ→  

和 
ν̂ ν→  

几乎必然成立。并且当 T 趋于无穷大时，以下依分布收敛性成立： 

( )
2 11 1

1 1
11

1
2 2e ˆT

TT M
αθα

α

θ νθ θ ξ
θα

−−−−
∞ −− → − � , 

1
1 1

11
ˆ 1 2 sgnt MT

T
M

α
α

α

θ νν ν ξ
θα

−
−

∞
  → − 

 − −  
  

� . 

其中 1M� 是一个稳定随机变量，满足 ( )1 ~ 1,0,0SM α
� 。 

2. 预备知识 

本文中，我们给出了一个完备的概率空间 { }( ), , , tPΩ   。一个 t -适应的过程 { }, 0tM M tα α= ≥ ，其

样本路径均在 [ )0,D ∞ ，如果对于任意 0t s> ≥ ，满足以下条件： 

( ) ( )e et siu M M t s uE
α α αλ− −−  =  

 

其中 u∈，则称为α -稳定过程。其中， 0λ > 。α -稳定过程是一个具有平稳和独立增量的马尔可夫过

程且依概率连续。 
在本篇文章中，我们假设 1λ = 并且 0 2α< < 。关于稳定随机积分的一些事实，我们参考了以下文献：

Applebaum [15]、Rosinski and Woyczynski [16]、Kallenberg [17]以及 Protter [18]。 
我们知道，以下方程被称作由α -稳定过程驱动的线性自交互扩散： 

( )( )0
d d d d d

t
t t t rX M X X r t tα α α αθ ν= − − +∫                         (1) 
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其中 0 0X α = ， 0θ ≠ ，ν ∈ 并且M α 是上的稳定过程( 0 2α< < )， 0 0M α = 。定义核函数：( ) ( ), ,t s h t sθ� ： 

( )
2 21 1

2 21 e e d,
0

s ut

s
s u t sh t s

t s

θ θ

θ
θ

−
 − ≥= 
 <

∫  

其中 { }\ 0θ ∈ ，那么，方程(1)的解可以由如下形式呈现(Sun-Yan [10])： 

( ) ( )
0 0

, d , d
t t

t sX h t s M h t s sα α
θ θν= +∫ ∫  

3. 强相合性 

在本节中，我们得到了最小二乘估计量 T̂θ 和 T̂ν 的强相合性。为了更加简便，我们将 X α 、Yα 、M α

和
αξ 记为 X、Y、M 和ξ 。并且记 

( ) ( )22

0 0
: d d

T T
T t tT t Y tYΦ = −∫ ∫  

则最小二乘估计量 T̂θ 和 t̂ν 可表示为 

( )0 0

1ˆ d d
T T

T T t t t
T

X Y t XYTθ θ + −
Φ

= ∫ ∫                             (2) 

并且 

( ) 0
ˆˆ d11 T

t T tM
T

Y t
T

ν ν θ θ+= + − ∫                               (3) 

我们注意到，对于任意 0t ≥ ， 

( )
0 0 0 0 0

d d d d d
t t t t t

t s r s s sY x x s s x s M sY s s sθ ν= − = = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

由常数变易法，对于任意 0t ≥ ，可得显式解： 
2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2
0

e e d 1 e e 1 e
t s t t tt

t s tY s M
θ θ θ θ θν νξ

θ θ
− − − − 

= + − = + −  


 
 




 
∫                  (4) 

引理 1：假设 0θ < 且1 2α< < 。当 T 趋于无穷大时，几乎处处有： 
21

2
0

1e d
T T

tT Y t
θ νξ

θ θ∞
 → − − 
 ∫  

证明：由方程(4)和洛必达法则可得： 

2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
22 2 2 2 2 2

0 0 0

1e d e e d e e e d
T T t T T tT t T

t tT Y t T t T T t
θ θ θ θ θ θν ν νξ ξ

θ θ θ θ
− −

∞
 = + − → − − 
 ∫ ∫ ∫  

定理 1 的证明：利用第 3 节的结果，本节主要证明定理 1，即根据方程(2)和(3)， T̂θ θ− 以及 T̂ν ν− 当

T 趋于无穷大时几乎必然收敛到 0。由(4)以及以下事实： 

( )
2 2 21 1 1

2 22 2 2
0

e d e 1 e d
s t s

t t st
s Ms t M M s s

θ θ θαξ ξ θ
∞ ∞

∞ − = = − − +∫ ∫  

当 t 趋于无穷大时几乎必然收敛到 0。运用洛必达法则可得： 

2
21e

2
T

T
θ νξ

θ θ∞
 
−


→ − 


Φ  
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当 T 趋于无穷大时几乎必然成立。显然： 

( ) ( )
2

2
0 0

1
2 . .e d d 0

T T T
T t t tT M Y t T sY M T a

θ− − → ∞→∫ ∫  

运用洛必达法则，可以证明当 T 趋于无穷大时，下列收敛性几乎必然成立： 

( )
2 21 1

2 2 2e 0e
T Tt

t t t
M

TY MT Y
T

θ θ− ⋅
 

= →  
 

 

2 2 2 21 1 1 1
2 12 2 2 2

0 0
e e d e e d 0

T t T tT T
t t t tT T tM t T tM t

θ θ θ θ
ξ ξ

− −− − 
= →  

 
∫ ∫  

2 2 2 21 1 1 1
2 12 2 2 2

0 0
e e 0ed de

T TT t T t

t tT T M t T M tt t
θ θ θ θ− −− − 

= →  
 
∫ ∫  

当 T 趋于无穷大。综合以上结论，我们可以得到： 

( )2

2 0 0

1ˆ e d d 0 . .
e

T tT
T t t t tT

T

M Y t T Y M a sθ

θ
θ θ− = − →

Φ
∫ ∫  

证毕。 
接下来我们将证明 T̂ν 的收敛性。由(3)可得当 T 趋于无穷大时： 

( )

( )2 2

2

1 1

0

0
22

0
2

1 1 d

1 1 e d d e 0 . .
e

ˆˆ T
T t T t

T TT T
t T t t TT

T

Y t
T T

M

M

M T Y t T Y M T a s
T

θ θ

θ

ν ν θ θ

−

+ −

= + − →

− =

Φ

∫

∫ ∫
 

4. 渐近分布 

由 Rosinski-Woyczynski [16]，记 ( )0
d :t Tt

T
Y MM

α

α
τ=∫ � ，其中 ( ) 0

d
T

tT Y tα
ατ = ∫ 。由引理 3.1 及洛必达法则

可知，当 T 趋于无穷大时， 

( ) ( )

2 2
11

2 2
0 0

1
1

1

1e d e d
T T

t t
T T

T Y t T Y t
αααθ θα αα

α

νξ
θαθ

∞

 
= → − −  
 

∫ ∫  

几乎必然成立。由此， 

( )

( ) ( )

2 2 2

2

2

1 1 1
2 2 2

0 0

1 2

1 1 1 1 11e e d e d
e

1
e

ˆT T T TT

T t t t tT
T

T
T

T T M Y t T Y M

TT

θ θ θα α α

θ

θ

θ θ
−− − 

−− =
Φ

Υ

  
 

− Υ 
Φ

= 

∫ ∫
 

对任意 0T ≥ ，由引理 3.1，有： 

( )
21

2
0

1 1
1 e d 0 . .

T t
t

TM
T T Y t a s

T
T

θα − →Υ = ∫  

再考虑 ( )1 Tϒ 的渐近分布。 
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( ) ( )
( )

( )
( )

2 21 1
1 1 1

2 1
2 2e e

T T T

T T TT
T

M
T M α

α

τ
α

θ θα α α
αατ

α

ατ
τ=Υ =

�
�  

则， 

( )
( )2 11

1~T Mα

νξ
θαθ

∞− −Υ �  

依分布收敛，其中 1M� 是一个稳定随机变量，满足 ( )1 ~ 1,0,0M Sα
� 。综合上述结论，当 T 趋于无穷时， 

( ) ( )2
11

2

1 11 1
1 1

12 1
ˆ

1

2e
1

2

T

T

M

T M
α αθα

α

νξ
θαθ θ νθ θ ξ

θανξ
θ θ

∞ −−−−
∞

∞

−

− → − = − −
 


 

−

�

�  

依分布收敛。最后，我们将证明ν 的收敛性。对于1 2α< < ，显然，当 T 趋于无穷时，以下依分布收敛性

成立： 

( )
2 21 1 1

1 1 1 1
11

2 2
0

ˆˆ ne1 2e d sg
T

t
TT

tT T Y t
T

M M
αθ θα α

α

θ νν ν θ θ ξ
θα

−−− −
∞

  = → − 


 − − −  
 ∫ �  

证毕。 

5. 统计模拟 

在本节中我们对最小二乘估计量θ 和ν 进行了统计模拟。对于以下自排斥扩散： 

( )0 0
d d

t s
t t s rX M X X r s tα α α αθ ν= − − +∫ ∫  

我们取原值 2θ = − ， 1ν = ， tM 是一个α 为 1.8 的稳定过程。在 [ ]0,T 区间上，我们模拟了上述过程，

h 表示步长。图 1 和图 2 分别表示当 h = 0.1 和 h = 0.05 时 θ̂ 的结果，可以发现，随着 T 的增大，θ̂ 趋向于

θ̂ ，收敛速度快。并且当步长取得越小，收敛速度越快。 
同样地，我们在图 3 和图 4 中模拟了当 h = 0.1 和 h = 0.05 时ν̂ 的结果。收敛速度比 θ̂ 的收敛速度慢，

与上文中的结果相符。 
 

 

Figure 1. Curve: θ̂  when h = 0.01 

图 1. 当 h = 0.01 时 θ̂ 的模拟曲线 
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Figure 2. Curve: θ̂  when h = 0.05 

图 2. 当 h = 0.05 时 θ̂ 的模拟曲线 
 

 
Figure 3. Curve: ν̂  when h = 0.1 
图 3. 当 h = 0.01 时ν̂ 的模拟曲线 

 

 
Figure 4. Curve: ν̂  when h = 0.1 
图 4. 当 h = 0.01 时ν̂ 的模拟曲线 
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