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摘  要 

在深部开采防治水实践中，煤层底板不同高跨比的隔水关键层和作用在隔水层的水拉力是决定能否突水

的重要因素。将隔水关键层的厚度和跨度比模拟成梁的高跨比，针对不同高跨比下固定梁的力学特点，

通过弹性力学和材料力学两种对固定梁的解法分别对其平面关键点的应力进行求解，将两个计算结果与

FLAC3D模拟结果进行对比分析，探究浅梁理论是否适合于关键层应力分析，并运用到实际隔水关键层的

运用中。研究结果表明：在高跨比不超过0.2为浅梁的情况下时，弹性力学解的正应力解误差在11%~20%
左右，材料力学正应力解误差在20%~30%，相比之下弹性力学较为精确，浅梁理论中弹性力学解则更适

用于关键层；当高跨比超过0.2时，弹性力学解误差出现“跳跃”现象，材料力学解的误差也逐步递增，

隔水关键层不再适用于两者的浅梁理论；而剪切应力解最大误差不超过11.5%，符合工程精度。综上所

述，在高跨比不超过0.2情况下建议关键层固定梁的应力分析首选采用弹性力学解的浅梁理论，研究结果

为深部高承拉水上安全开采以及矿井突水的监测与临突预测预报等具有重要的理论指导意义。 
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Abstract 
In the practice of water inrush prevention and control in deep mining, the key water-repellent 
layer with different height-span ratio of coal floor and the water pulling force acting on the wa-
ter-repellent layer are important factors to determine whether water inrush can be carried out. In 
this paper, the thickness and span ratio of the key layer of the water barrier are simulated as the 
height-to-span ratio of the beam. According to the mechanical characteristics of the fixed beam 
under different height-span ratios, two solutions of elastic mechanics and material mechanics are 
used to solve the key points of the fixed beam, to solve the stress of the two calculation results and 
FLAC3D simulation results, to explore whether the shallow beam theory is suitable for the stress 
analysis of the key layer, and apply it to the application of the actual water-resistant key layer. The 
results show that when the height span ratio is less than 0.2 for shallow beams, the normal stress 
error of elastic mechanics solution is about 11%~20%, and the normal stress error of material 
mechanics solution is 20%~30%. Comparatively, the elastic mechanics solution is more accurate, 
and the elastic mechanics solution of shallow beam theory is more suitable for key layers. When 
the height-span ratio is more than 0.2, the error of elastic mechanical solution appears “jump” 
phenomenon, and the error of material mechanical solution also increases gradually, and the wa-
ter-proof key layer is no longer suitable for the shallow beam theory of both. The maximum error 
of shear stress solution is less than 11.5%, which is in line with engineering accuracy. To sum up, 
it is recommended to adopt the shallow beam theory of elastic mechanics solution for stress anal-
ysis of fixed beams in key layers under the condition that the height-span ratio is less than 0.2. The 
research results have important theoretical guiding significance for deep high-supported water 
mining safety and mine water inrush monitoring and imminent prediction. 
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1. 引言 

深部高承拉含水层上采煤一直是我国向深部工作面不断拓展而出现的一些特殊地质条件下难度较大

的采煤开采技术问题[1]，在煤炭安全开采中，有效防治采煤突水问题也是一个重要的采矿工程问题，且

目前来说一直都未解决[2] [3]。目前有很多相关学者提出很多理论，“关键层”理论是由中国矿业大学黎

良杰、钱鸣高于早年提出，认为煤层中隔水承载力性能最强的底板隔水层为关键层[4]。对于关键层的力

学分析，通常考虑水压力作用下导致的煤层弯曲变形以及裂缝产生，因此煤层底板抵抗水压力的强度是

关键。在实际运用中关键层的力学分析很重要，关键层的强度决定着顶底板的破坏形式。关于矿井工作

面突水的研究已经达到了一个较为先进的水平，形成了一些比较完善的理论。可是在形成的这些突水理

论中都或多或少的存在着条件的限制和相对理想化的成分。目前对关于隔水关键层的浅梁理论运用还缺

乏研究，本文将关键层的厚度和跨度比模拟成于梁的高跨比，探究浅梁理论是否适合关键层的应用。目

前梁在人们日常工程活动中广泛运用，在建筑的使用过程中作为主要承重和受弯构件的梁高度不断增大，

当梁构件高度和跨度之比达到一定界限，即相应的高跨比大于等于 0.2 时，就应考虑剪切变形对挠度产

生的影响，以满足精度要求，此时的梁即可认为是深梁构件，就形成高度较大的深梁结构，现阶段深梁
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构件由于其巨大的承载能力而得到越来越广泛的应用[5]。梁的受力和变形分析既是力学的基础理论问题，

也是工程结构设计中最关心的问题。一些学者对静定梁的受力和变形全过程进行过分析[6] [7] [8] [9] 
[10]。随着工程技术的发展，应考虑剪切变形影响的深梁问题越来越多，如结构界面尺寸相对于跨径来说

较大情况、梁的高阶振动、局部高度承载、弹性地基梁的地基沉降问题等问题，运用初等梁理论分析将

导致计算结果偏小[11]、计算精度不足等问题。为解决这些问题，各国学者提出了很多深梁理论[12] [13]，
出现了大量研究成果和工程应用，促进了深梁理论的发展。本文将关键层模拟成固定梁，采用不同高跨

比的固定梁进行研究，采用弹性力学中解决超静定梁的应力函数法以及材料力学中关于梁截面的应力计

算方法，对比 FLAC3D 的数值解，分析关键层适用于浅梁理论的条件，作为底板突水研究的一个重要方

面，可以更好地为突水事故预测提供理论支撑。 

2. 模型建立 

将关键层视为固定梁，研究不同高跨比下的固定梁的平面应力问题。取梁的长度为 L，横截面积高

为 h，宽为 b，梁上部承受均布荷载 q 的作用，高跨比 h/l 分别取值为 0.1, 0.2, 0.3, 0.4。基于梁左端边

界中点为圆心建立 x, y, z 坐标轴。材料力学和弹性力学均建立相同的坐标系，其固定梁平面模型图如下

图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Plane model of fixed beam at both ends 
图 1. 两端固定梁平面模型 
 

根据关键层固定梁特点，上、下边界条件为： 

2 : 0, 0y xyy h σ τ= − = =  

2 : , 0y xyy h qσ τ= = − =  

3. 两种算法解析解 

3.1. 弹性力学解 

关于两端固定梁的解，文献[14]给出的关于超静定梁应力解答为： 
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3.2. 材料力学解 

关于两端固定梁的解，综合文献[15] [16] [17]给出材料力学关于超定梁应力解答为： 
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其中， ( )
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4. 算例分析 

为研究不同高跨比下两种解法的应力区别，将矩形截面梁的长固定为 40m。高度进行变化，取泊松

比 v = 0.25。弹性模量 E = 20 Gpa，均布荷载 q = 0.5 Mpa。将材料力学解、弹性力学的理论用 matlab 计

算，再对比 FLAC3D 数值解。为验证以上两种解析解在深梁下的影响，将解析解与数值解对比成图 2。
为关键层是否适用浅梁理论作指导。 
 

 
Figure 2. Stress model of simulated beam in water-proof key layer 
图 2. 隔水关键层模拟梁的受力模型 

 
由于弹性力学解和材料力学解的剪切应力表达式是一样的，所以各高跨比取 x = 15 m 处节点进行比较。 
1) 当 h/l = 0.1 时，取 h = 4, L = 40 
取边缘 x = 0 处节点和 x = 15m 处节点为考察点，通过弹性力学解和材料力学解得到不同高跨比条件

下的正应力解和剪应力解见图 3~5。 
 

 
Figure 3. Change with z when x = 0 m 
图 3. x = 0 m 时， xσ 随 z 的变化 
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Figure 4. Change with z when x = 15 m 
图 4. x = 15 m 时， xσ 随 z 的变化 
 

 
Figure 5. Change with z when x = 15 m 
图 5. x = 15 m 时， xzτ 随 z 的变化 
 

分析图 3，当在支座处 x = 0 的时候，可看出材料力学解和弹性力学解相差不多，且模型上下应力趋

势接近，较为对称，理论解有效；FLAC3D 计算的数值解为 19.98 MPa。matlab 计算两种力学解误差如下：

弹性力学解理论值为 23.03 MPa，误差为 15.2%；材料力学解理论值为 23.09 MPa，误差为 15.6%。分析

图 4，在模型 x = 15 m 时，弹性力学解更为接近。FLAC3D 计算的数值解为 8.85 MPa，matlab 计算两种

力学解误差如下：弹性力学解理论值为 9.85 MPa，误差为 11.3%；材料力学解理论值为 10.03 MPa，误差

为 13.1%，综合上面两个位置正应力曲线图，弹性力学解更加精确些。 
分析图 5 得出两钟力学解与数值解十分接近，在 x = 15 m 处时，数值解的最高点，即最大切应力为

0.94 Mpa，弹性力学解理论值和材料力学解理论值均一样，最大切应力为 0.93 MPa，误差为 1.1%，符合

实际工程精度。 
2) 当 h/l = 0.2 时，取 h = 8, L = 40 
取边缘 x = 0 处节点和 x = 15 m 处节点为考察点，通过弹性力学解和材料力学解得到不同高跨比条件

下的正应力解和剪应力解见图 6~8。 
分析图 6，当在支座处 x = 0 的时候，可看出模型上下应力趋势接近，且较为对称。其中弹性力学

解和材料力学解都较为接近数值解，说明两种力学解可行；FLAC3D 计算的数值解为 10.45 MPa，matlab
计算两种力学解误差如下：弹性力学解理论值为 12.59 MPa，误差为 20.4%；材料力学解理论值为 7.25 
MPa，误差为 30%。对比图 7，在模型 x = 15 m 时，可看出模型上下应力趋势接近，且较为对称。其中

弹性力学解和材料力学解都较为接近数值解。FLAC3D 计算的数值解为 3.42 MPa，matlab 计算两种力
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学解误差如下：弹性力学解理论值为 4.11 MPa，误差为 20.1%；材料力学解理论值为 2.51 MPa，误差

为 26.3%。 
分析图 8 得出两钟力学解与数值解十分接近，在 x = 15m 处时，数值解的最高点，即最大切应力

为 0.49 Mpa，两种力学理论解均一样，最大切应力为 0.46 MPa，误差为 6.1%，符合实际工程精度。 
 

 
Figure 6. Change with z when x = 0 m 
图 6. x = 0 m 时， xσ 随 z 的变化 
 

 
Figure 7. Change with z when x = 15 m 
图 7. x = 15 m 时， xσ 随 z 的变化 
 

 
Figure 8. Change with z when x = 15 m 
图 8. x = 15 m 时， xzτ 随 z 的变化 

3) 当 h/l = 0.3 时，取 h = 12, L = 40 
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取边缘 x = 0 处节点和 x = 15 m 处节点为考察点，通过弹性力学解和材料力学解得到不同高跨比条件

下的正应力解和剪应力解见图 9~11。 
 

 
Figure 9. Change with z when x = 0 m 
图 9. x = 0 m 时， xσ 随 z 的变化 
 

 
Figure 10. Change with z when x = 15 m 
图 10. x = 15 m 时， xσ 随 z 的变化 
 

 
Figure 11. Change with z when x = 15 m 
图 11. x = 15 m 时， xzτ 随 z 的变化 
 

分析图 9，当在支座处 x = 0 的时候，可看出模型上下应力趋势接近，且较为对称，材料力学解更为

接近，理论解有效。且上下应力大部分呈对称分布；FLAC3D 计算的数值解为 5.99 MPa，matlab 计算两

种力学解误差如下：弹性力学解理论值为 28 MPa，误差较大；材料力学解理论值为 3.09 MPa，误差为
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48%。对比图 10，在模型中间位置即 x = 15 m 时，可看出模型上下应力趋势接近，且较为对称。弹性力

学解和材料力学解与数值解开始误差加大。FLAC3D 计算的数值解为 11.8 MPa，matlab 计算两种力学解

误差如下：弹性力学解理论值为 23.1 MPa，误差相对较大；材料力学解理论值为 2.12 MPa，误差为

82%。 
分析图 11 得出两钟力学解与数值解十分接近，在 x = 15 m 处时，数值解的最高点，即最大切应力为

0.345 Mpa，弹性力学解理论值和材料力学解理论值均一样，最大切应力为 0.313 MPa，误差为 9.2%，符

合实际工程精度。 
4) 当 h/l = 0.4 时，取 h = 16, L = 40 
取边缘 x = 0 处节点和 x = 15 m 处节点为考察点，通过弹性力学解和材料力学解得到不同高跨比条件

下的正应力解和剪应力解见图 12~14。 
分析图 12，当在支座处 x = 0 的时候，可看出模型上下应力趋势接近，且较为对称，材料力学解更

为接近数值解，弹性力学的误差相对较大；FLAC3D 计算的数值解为 6.18 MPa，matlab 计算两种力学解

误差如下：弹性力学解理论值为 58.1 MPa，误差越来越大；材料力学解理论值为 1.09 MPa，误差为 78.9%。

对比图 13，在中点处 x = 15 m 时，弹性力学解误差相对较大，材料力学解虽较为接近但也超出了误差范

围。FLAC3D 计算的数值解为 13.85MPa。matlab 计算两种力学解误差如下：弹性力学解理论值为

58.56MPa，误差比较大；材料力学解理论值为 2.32 MPa，误差为 83.2%。 
分析图 14 得出两钟力学解与数值解十分接近，在 x = 15m 处时，数值解的最高点，即最大切应力为

0.26 Mpa，两种力学理论解均一样，最大切应力为 0.23 MPa，误差为 11.5%，符合实际工程精度。 
 

 
Figure 12. Change with z when x = 0 m 
图 12. x = 0 m 时， xσ 随 z 的变化 

 

 
Figure 13. Change with z when x = 15 m 
图 13. x = 15 m 时， xσ 随 z 的变化 
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Figure 14. Change with z when x = 15 m 
图 14. x = 15 m 时， xzτ 随 z 的变化 
 

取边缘 x = 0 处节点和 x = 15 m 进行应力分析，得到不同高跨比条件下的正应力解和剪应力解见表 1、
表 2。 
 
Table 1. Comparative analysis of tensile stress of two mechanical solutions under different height-span ratios 
表 1. 不同高跨比条件下两种力学解的拉应力对比分析 

高跨比 
正应力解/Mpa 

弹性力学解 误差/% 材料力学解 误差/% 

0.1 
X = 0 23.03 15.2 X = 0 23.09 15.6 

X = 15 9.85 11.3 X = 15 10.03 13.1 

0.2 
X = 0 12.59 20.4 X = 0 7.25 30 

X = 15 4.11 20.1 X = 15 2.51 26.3 

0.3 
X = 0 28 >100 X = 0 3.09 48 

X = 15 23.1 95.7 X = 15 2.12 82 

0.4 
X = 0 58.1 >100 X = 0 1.09 87 

X = 15 58.56 >100 X = 15 2.32 90.7 

 
Table 2. Comparative analysis of elastic and material mechanical shear stress solutions under different height-span ratios 
表 2. 不同高跨比条件下弹性力学解与材料力学解剪应力对比分析 

高跨比 
剪应力解/Mpa 

弹性(材料)力学解 误差/% 

0.1 X = 15 0.93 1.1 

0.2 X = 15 0.46 6.1 

0.3 X = 15 0.313 9.2 

0.4 X = 15 0.23 11.5 

 
从表 1 正应力对比分析可以看出，高跨比为 0.1 时，弹性力学解的最大误差为 15.2%，材料力学解最

大误差为 15.6%，弹性力学略微精确。当达到临界值 0.2 时，材料力学解最大误差达到 30%，与弹性力学

解的误差在 10%左右。当高跨比超过 0.2 时，弹性力学解误差出现陡增，材料力学解误差也在逐渐增大，

浅梁理论不在适用。 
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从表 2 剪应力对比分析，由于两者公式相同，故解析解值一样。在高跨比 0.1~0.4 中。剪切应力解与

数值解的最大误差不超过 11.5%，符合精度要求。 
通过对比不同高跨比下两力学解的应力和数值分析，发现当跨比不超过 0.2 时，弹性力学解较为精

确，高跨比超过 0.2 时，两者浅梁理论不在适用关键层应力分析运用。 

5. 结论 

1) 数值计算表明，当 h/l ≤ 0.2 时，弹性力学解和数值解相差不大，在实际误差范围内。虽然在理论

分析中材料力学对于杆件受力分析的方法在工程误差范围内，但弹性力学解略微精确，建议首选采用弹

性力学解对隔水关键层进行受力分析．超过 0.2 时，两者浅梁理论不在适用隔水关键层。 
2) 当将水压力近似看场均布荷载施加在关键层的时候，可以近似看出两端固定力学模型；由于均布

荷载下固定梁的特点，下部受拉应力影响，而岩石抗拉强度一般较小，底板容易因开采扰动引起的应力

重分布导致突水发生，故关键层的端部最底部的位置是防治底板突水的关键部位。而在 x = 15 m 处，靠

近中层位置，弹性力学解浅梁解误差在 11.3%相比材料力学解 13.1%更为精确。在端点 X = 0 处两者误差

相差不多，为 0.4%。 
3) 综合考虑 xσ 和 xyτ 随着 x、z 的变化以及两种算法的精确程度，当高跨比不超过 0.2 时，弹性力学

解应对浅梁分析更为贴切工程实际，且计算较为精确，在实际工程运用中，对于关键层的位移以及受力

的内部应力变化有较好的理论支撑，可为底板突水的预测预报情况起到较好的指导作用。 
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