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摘  要 

在本文中，我们以特殊射影线性群 ( )PSL 2,q 为自同构群，考虑了 ( )PSL 2,q 在射影直线 ( ) { }X GF q= ∞

上的作用，其中q是一个素数幂且 ( )d1 4moq ≡ 。通过取 ( )PSL 2,q 作用下的轨道的并，我们构建了一些

单纯3-设计。 
 
关键词 

3-齐次的，自同构群，3-设计 

 
 

Simple 3-Designs and Group ( )PSL 2,q , 
( )d1 4moq ≡  

Mengmeng Wei, Weixia Li* 
School of Mathematics and Statistics, Qingdao University, Qingdao Shandong 
 
Received: Sep. 5th, 2021; accepted: Oct. 6th, 2021; published: Oct. 13th, 2021 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we consider the action of ( )PSL 2,q  acting as a group of automorphisms on the 

projective line ( ) { }X GF q= ∞ , where q is a prime power and congruent to 1 modulo 4. We con-

struct some simple 3-designs by taking a union of orbits under the action of ( )PSL 2,q . 
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1. 引言 

设 , ,t v k 和 λ 是整数，其中 0 t k v< ≤ < ， 0λ > 。令 X 是一个 v-集合，是 X 的一组 k-子集，若 X 的

任意给定的 t-子集都恰好出现在的 λ 个成员之中，则称有序对 ( ),X  是一个 ( )- , ,t v k λ 设计，其中 X 的

元素称为点，中的成员称为区组。若中的任意两个区组都不相同，则称这个设计为单纯的。在本文

中，我们只考虑单纯 t-设计。 
设 ( )G sym X≤ ，对于任意 g G∈ ， S X⊆ ，令 ( ) ( ){ }|g S g x x S= ∈ 。 ( ) ( ){ }|G S g S g G= ∈ 和

( ){ }|SG g G g S S= ∈ = 分别称为 S 的轨道和稳定子群，且 ( ) SG G S G=  [1]。长度为 G 的轨道 ( )G S 称

为正则轨道，即 ( )G S G= ，其它的轨道称为非正则轨道。对于任意的 ,x y X∈ ，若存在 g G∈ 使 ( )g x y= ，

则称 G 在 X 上的作用是传递的。若 G 在集合 ( )kP X 上的作用是传递的，其中 ( )kP X 是 X 的所有 k-子集 

的集合，则称 G 是 k-齐次的。 
在本文中，设 nq p= ，其中 ( )1 mod 4q ≡ 且 p 为素数， ( ) { }X GF q= ∞ 为射影直线。对于任意的

( ), , ,a b c d GF q∈ ，定义映射 f： 

( ) ,ax bx f x
cx d

+
=

+
  

其中 ad bc− 是 ( )GF q 中的一个非零平方元。所有形如 f 的映射的集合构成一个群，称为射影特殊线性群

( )PSL 2, q 。以下总是用 G 表示 ( )PSL 2, q 。 

当 ( )3 mod 4q ≡ 时，群 G 是 3-齐次的，即 G 作用在集合 ( )3P X 上是传递的。因此，G 在 ( )kP X 上作

用的轨道可以构造出单纯 3-设计。文献[2] [3]给出了以 G 为自同构群，区组长度为 4，5 和 6 的单纯 3-
设计的完整结果。目前，这种设计的最好结果在文献[4]中，给出了所有以 G 为自同构群，区组长度为 k
的所有单纯 3-设计，其中 ( )0,1 modk p≡/ 。然而，当 ( )1 mod 4q ≡ 时，G 不是 3-齐次的。因此，G 在 ( )kP X
上作用的轨道不一定能构造出单纯 3-设计。但在文献[5]中提供了一种方法，可以利用 G 在 ( )kP X 上作用

的轨道的并来构造单纯 3-设计。通过这种方法，文献[6] [7]找到了一些单纯 3-设计存在的例子。 
本文在文献[6] [7]的基础上，借助上述方法给出了其它单纯 3-设计的一些例子。 

2. 预备知识 

下面的引理给出了 G 的所有子群。 
引理 1 [8] G 的一个子群必为下列之一： 
1) mp 阶初等 Abel 群，其中 m n≤ ； 

2) 循环群 dC ，
1|

2
qd ±

； 
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3) 2d 阶二面体群，
1|

2
qd ±

； 

4) 4A ； 
5) 4S ，当 ( )2 1 mod16q ≡ 时； 

6) mp 阶初等 Abel 群和 d 阶循环群的半直积，其中
1|

2
qd −

且 ( )| 1md p − ； 

7) 5A ，当 ( )2 1 mod5q ≡ 时； 

8) ( )PSL 2, mp ，其中 |m n ； 

9) ( )PGL 2, mp ，其中 2 |m n。 

以下总假设 K 是群 G 的一个子群， lN 表示 K 在 X 上作用的长度为𝑙𝑙的轨道的条数。在文献[7] [9] [10]
中都介绍了下面引理所列举的结果。 

引理 2 设 K 是一个 d 阶循环群，则 

1) 若 ( )| 1 2d q + ，则
1

d
qN

d
+

= ； 

2) 若 ( )| 1 2d q − ，则 1 2N = ，
1

d
qN

d
−

= ； 

3) 若 d p= ，则 1 1N = ， d
qN
d

= 。 

引理 3 设 K 是一个 mp 阶初等 Abel 群和一个 d 阶循环群的半直积，其中
1|

2
qd −

且 ( )| 1md p − ，则

1 1N = ， 1mp
N = 且其他轨道是正则的。 

引理 4 设 ( )PSL 2, mK p= ，其中 |m n ，则 

1) 若 n/m 是奇数，则
1

1mp
N

+
= 且其他轨道是正则的； 

2) 若 n/m 是偶数，则
1

1mp
N

+
= ， ( )1

1m mp p
N

−
= 且其他轨道是正则的。 

3. 主要结果 

以下总假设θ 是 ( )GF q 的一个本原元。下面的引理指出，我们可以通过 G 在 ( )kP X 上作用轨道的并

来构造一个 3-设计。设是 X 的 k-子集的一个集合，Δ是 X 的一个 t-子集，其中 t k< 。令 ( )Δλ 表示

中包含 Δ的 k-子集的个数，即 ( ) { }Δ | ,ΔB B Bλ = ∈ ⊆  。 

引理 5 [6]设 Γ是 G 在 X 的 k-子集上作用的一个轨道，则 

{ }( ) { }( )0,1, 0, , ,θλ λ θΓ Γ∞ = ∞  

{ }( ) { }( )0,1, 0, , .θλ λ θΓ Γ∞ = ∞  

若 θ= Γ Γ ，则 { }( ) { }( )0,1, 0, ,λ λ θ∞ = ∞  。因此， ( ),X  是一个 3- ( )1, ,q k λ+ 设计，其中 

( )( )1 2

B

k k k
G

λ
− −

= 。 

以下我们总假设 { }2 4 31, , , , qH θ θ θ −=  ， ( ) 2f x xθ= ， ( ) 1g x
x

= ，其中 x X∈ ，则 ,f g G∈ ，易见 

, Hf g G∈ 。因
1

2
qf −

= ， 2g = ， 1gf f g−= ，故 1, qf g D −≅ ，易见 , Hf g G⊆ 。 
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定理 1 设 ( )1 mod8q ≡ ， 11q > 且
1

2
qk −

= ，则存在一个单纯 3- ( )( )1 2
1, ,

2
k k

q k
− − 

+ 
 

设计。 

证明取 B H= ，令 θ= Γ Γ ，其中 ( ) ( ){ }|G B g B g GΓ = = ∈ ，由引理 5 知， ( ),X  是一个 3-

( )1, ,q k λ+ 设计，其中 

( )( )1 2
.

B

k k k
G

λ
− −

=  

因 , Bf g G⊆ ，故 ( )2 | Bk G ，可得
( )( )1 2

|
2

k k
λ

− −
。又 ( )1 mod8q ≡ ，故 ( )0 mod 4k ≡ ，从而

( )( )1 2
2

k k− −
为奇数，可得 λ 为奇数。所以 ( ),X  是一个单纯 3-设计。 

因 , Bf g G⊆ ，由引理 1 知， BG 不为循环群或初等 Abel 群。又 5f k= > ，故 BG 中含有阶数大于

5 的元素，从而 BG 不为 4A ， 4S 或 5A 。又
1

2
qk −

= ，故 ( ), 1k p = 。若 BG 是阶数为 mp d 的半直积，则

( )2 | mk p d 。又 p 是奇素数，故 ( )2 , 1mk p = ，所以 ( )2 |k d ，可得 d k> 。由引理 2 知，这是不可能的。 

若 ( )PSL 2, m
BG p= ，其中 |m n ，则 B 是由 ( )PSL 2, mp 在 X 上作用的轨道的并构成。由引理 4 知，

1mB p≥ + 。又 Bf G∈ 且 B k= ，故 BG 中元素的最大阶为 k。而 ( )PSL 2, mp 中元素的最大阶为
1

2

mp +
，

故
1

2

mpk +
= ，即

1
2

mpB +
= ，与 1mB p≥ + 矛盾。 

若 ( )PGL 2, m
BG p= ，其中 ( )2 |m n ，则 BG 中元素的最大阶为 1mp + 。因此 1mk p= + ，即 

1 11 ,
2 2

n
m q pp − −
+ = =  

可得 | 3mp 。所以 3p = ， 1m = ，故 4k = ，与 5k > 矛盾。 

综上所述， BG 是阶数为 2d 的二面体群，其中
1|

2
qd ±

。因 Bf G∈ ，故
1

2
qd −

= ，从而 ,BG f g= ，

所以
( )( )1 2

2
k k

λ
− −

= 。 

定理 2 设 ( )1 mod8q ≡ ， 11q > 且
1 2

2
qk −

= + ，则存在一个单纯 3- ( )1
1, ,

2
k k

q k
− 

+ 
 

设计。 

证明取 { }0,B H= ∞ ，易知 , Bf g G∈ 且 , Bf g G⊆ 。令 θ= Γ Γ ，其中 ( ) ( ){ }|G B g B g GΓ = = ∈ ，

由引理 5 知， ( ),X  是一个 3- ( )1, ,q k λ+ 设计，其中 

( )( )1 2
.

B

k k k
G

λ
− −

=  

因 , Bf g G⊆ ，故 ( )2 4 | Bk G− ，从而
( )1

|
2

k k
λ

−
。又 ( )1 mod8q ≡ ，故 ( )2 mod 4k ≡ ，从而

( )1
2

k k −

为奇数，可得𝜆𝜆为奇数。所以， ( ),X  是一个单纯 3-设计。 

因 , Bf g G⊆ ，由引理 1 知， BG 不为循环群或初等 Abel 群。又 7k > ，则 2 5f k= − > ，从而 BG 中

含有阶数大于 5 的元素，所以 BG 不为 4A ， 4S 或 5A 。又
1 2

2
qk −

= + ，故 ( )2, 1k p− = 。若 BG 是阶数为 mp d
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的半直积，则 ( )2 4 | mk p d− 。又 p 是奇素数，故 ( )2, 1p = ，从而 ( )( )2 2 , 1k p− = ，所以 ( )2 4 |k d− ，可得

d k> 。由引理 2 知，这是不可能的。 

若 ( )PSL 2, m
BG p= ，其中 |m n ，则 BG 中元素的最大阶为

1
2

mp +
，而 BG 中含有阶数为 2k − 的元素，

故
12

2

mpk +
− ≤ ，即 2mq p≤ + 。所以 m n= ，即 ( )PSL 2,BG q= ，从而 BG 中含有

1
2

q +
阶元 1h ，而 1h 无

不动点，与
1 1

2
qk +

= + 矛盾。 

若 ( )PGL 2, m
BG p= ，其中 ( )2 |m n ，设 2h 是 BG 中阶数为 1mp + 的元素，则 22k h k− ≤ ≤ ，而 2h 无

不动点，故 

1 31 2 ,
2 2

n
m q pp k − +
+ = = + =  

可得 |1mp 。所以 1p = ，从而 1q = ，与 11q > 矛盾。 

综上所述， BG 是阶数为 2d 的二面体群，其中
1|

2
qd ±

。因 Bf G∈ ，故
1

2
qd −

= ，从而 ,BG f g= ，

所以
( )1

2
k k

λ
−

= 。 

定理 3 设 ( )1 mod 4q ≡ ， 11q > 且
1 1

2
qk −

= + ，则存在一个单纯 3- ( )( )1, , 2q k k k+ − 设计。 

证明取 { }0B H=  ，易知 Bf G∈ ，从而 Bf G⊆ 。令 θ= Γ Γ ，其中 ( ) ( ){ }|G B g B g GΓ = = ∈ ，

由引理 5 知， ( ),X  是一个 3- ( )1, ,q k λ+ 设计，其中 

( )( )1 2
.

B

k k k
G

λ
− −

=  

因 Bf G∈ ，故 ( )1 | Bk G− ，从而 ( )| 2k kλ − 。又 ( )1 mod 4q ≡ ，故 k 为奇数，从而 ( )2k k − 为奇数，

可得 λ 为奇数。所以， ( ),X  是一个单纯 3-设计。 

因 Bf G⊆ ，由引理 1 知， BG 不为初等 Abel 群。又 6k > ，则 1 5f k= − > ，从而 BG 中含有阶数大

于 5 的元素，所以 BG 不为 4A ， 4S 或 5A 。若 2B dG D= ，则 ( )1 |k d− ，即
1 |

2
q d−

，从而
1 1

2
qd k−

= = − ，

而 ( ) ( )( )2 2 | 1 2BG k k k k= − − − ，故 ( )2 | 2k k − ，与 ( )2k k − 为奇数矛盾。所以 BG 不为二面体群。又

1 1
2

qk −
= + ，故 ( )1, 1k p− = ，从而 ( )1, 1mk p− = 。若 BG 是阶数为 mp d 的半直积，则 ( )1 | mk p d− ，即

1 |
2

mq p d−
，从而

1 |
2

q d−
，可得

1
2

qd −
= 。因 ( )| 1md p − ，故 ( )1 | 1

2
mq p−
− ，所以 m n= ，即

( )1
2B

q q
G

−
= 。

因 B 是由 BG 在 X 上作用的轨道的并构成，由引理 3 知， B q≥ ，而
1

2
qB k +

= = ，与
1

2
qq +

> 矛盾。 

若 ( )PSL 2, m
BG p= ，其中 |m n ，则 B 是由 ( )PSL 2, mp 在 X 上作用的轨道的并构成。由引理 4 知，

1mB p≥ + 。又 Bf G∈ ，故 BG 中含有阶数为 1k − 的元素。而 ( )PSL 2, mp 中元素的最大阶为
1

2

mp +
，故

11
2

mpk +
− ≤ ，即

1 1
2

mpk +
≤ + ，因此

11 1
2

m
m pp B +
+ ≤ ≤ + 。所以

11 1
2

m
m pp +
+ ≤ + ，即 1mp ≤ ，可得

1p = ，从而 1q = ，与 11q > 矛盾。 
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若 ( )PGL 2, m
BG p= ，其中 ( )2 |m n ，设 h 是 BG 中阶数为 1mp + 的元素，则 1k h k− ≤ ≤ ，而 h 无不 

动点，故 

1 11 1 ,
2 2

n
m q pp k − +
+ = = + =  

可得 |1mp 。所以 1p = ，从而 1q = ，与 11q > 矛盾。 

综上所述， BG 是 d 阶循环群，其中
1|

2
qd ±

。因 Bf G∈ ，故
1

2
qd −

= 。所以 BG f= ，故 ( )2k kλ = − 。 
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