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摘  要 

本文通过选取一个合适的辅助函数，利用极值原理与截断函数的性质，得到了一类半线性椭圆方程的内

部梯度估计。 
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Abstract 
In this paper, by selecting an appropriate auxiliary function, using the extreme value principle and 
the properties of truncated function, the internal gradient estimation of a class of semi-linear el-
liptic equations is obtained. 
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1. 引言 

半线性椭圆方程是二阶椭圆方程[1]中较基础且重要的一类方程。关于半线性椭圆方程中的梯度估计

已经有大量的研究。其中梯度估计分为内部梯度估计[2]和全局梯度估计[3]。与全局梯度估计相比，内部

梯度估计研究相对较少。1983 年，Gilbarg D.等人利用伯恩斯坦方法[4]研究了半线性椭圆方程得到了方程

的内部梯度估计；1987 年，Korevaar N.J.利用极大值原理推导了椭圆 Weingarten 方程的内部梯度估计[5]；
2011 年，汪雯利用椭圆辅助函数与线性化算子研究了一类 Hessian 方程的解和先验估计[6]，得到了抛物

型 K-Hessian 方程的梯度内估计；2019 年，王聪涵研究了平均曲率方程的内部梯度估计[7]，并利用内部

梯度估计证明了奇异极小曲面方程达到了预期 Liouville 型效果。 
本文在前人研究的基础上，进一步研究一类半线性椭圆方程 

( ) ( ) ( ), ,ij ij i ia x D b xu D u f x u u+ = ∇  

的内部梯度估计。其中Ω是 nR 中的连通有界区域， ( ) ( )2u C C∈ Ω ∩ Ω ， ( )nRC Rf × ×∈ Ω 。 
若方程对任意 , nx Rξ∈Ω ∈ ，满足 ( ) 2

ij i ja x ξ ξ λ ξ≥ ，则称方程是一致椭圆的[8]，其中λ 是一个正常

数。 
下面将构造一个辅助函数使其满足极值原理[9]，进而推出一类半线性椭圆方程的内部梯度估计。 

2. 预备知识 

引理 1 [10] 设 ′Ω ⊂⊂ Ω，Ω 是开集，则存在函数 ( )0Cγ ∞∈ Ω ，满足 

( )
( )

( )( )

0 1,

1,

,
,

x x

x x
CD x

dist
α

α

γ

γ

γ

≤ ≤ ∈Ω


′= ∈Ω

 ≤ ∈Ω
 ′Ω ∂Ω

 

其中，C 只依赖于Ω 的体积，不依赖于 γ 和 ( ),dist ′Ω ∂Ω 。 
引理 2 [4]设 ( )3u C∈ Ω 是方程 

( ) ( ) ( ) ( ),ij ij i ia x D x b x D u f x u+ =  

的解，对于 ( ) ( ) ( )1,ij ia x b x C∈ Ω ， ( )1f C R∈ Ω× 。则对于任何紧子集 ′Ω ⊂⊂ Ω，有 

sup Du C
Ω′

≤  

其中 C 是只依赖于 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , ,ij i LC
diam dist a b M uλ ∞ ΩΩ

Ω Ω ∂Ω =′ 和 [ ]( )1 ,C M Mf
Ω× −

的正常数。 

3. 主要结果 

本文主要研究方程关于 u∇ 是非线性的情况。 
定理 1  设 ( )3u C∈ Ω 是方程 

( ) ( ) ( ), ,ij ij i ia x D b xu D u f x u u+ = ∇                                (1) 
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的解， ( ) ( ) ( )1,ij ia x b x C∈ Ω ， ( )1 nf C R R∈ Ω× × 则对于任何紧子集 ′Ω ⊂⊂ Ω，有 

sup Du C
Ω′

≤  

其中 C 是只依赖于 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , ,ij i LC
diam dist a b M uλ ∞ ΩΩ

Ω Ω ∂Ω =′ 和 [ ]( )1 ,C M Mf
Ω× −

的正常数。 

证明：取截断函数 0Cγ ∞∈ 且 0γ ≥ ，考虑如下辅助函数 12 2 e xDu u βω γ α= + + ，其中 ,α β 待定 
令 ij ij i iL a D b D= + ，

2v Duγ= ，先计算 ( )L v ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 2 2e ex xL L Du u L Du L u Lβ βω γ α γ α= + + = + +  

( ) ( )2 2 4 ij k i kjLv L Du L Du a D uD D uγ γ γ= + +  

( )2

1
2i k ki

k
D Du D uD u

=

= ∑  

( )2

1 1 1
2 2 2ij k ki ki kj k kij

k k kj

D Du D uD u D uD u D uD u
= = =

 = = + 
 
∑ ∑ ∑  

和 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

, , 1 , , 1 , 1
2 2 2

kj i i

ki kj k kij i k ki
k i j k i j k i

ij

ij ij

L Du D Du b D Du

D uD u D uD u b D u ux D

a x

a a x
= = =

+

=

=

+ +∑ ∑ ∑
              (2) 

其中式(2)出现三阶项
, , 1

2 k kij
k i j

D uD u
=

∑ ，为消掉三阶项，做如下处理： 

首先，对(1)两边关于 kx 求导，则有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
, 1 , 1 1 1

1
, , , , , ,

l

ij kij k i i i ki
i j i j i i

k u k u kl
l
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=
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∑
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其次，将(3)乘以 2 kD u ，再对 k 求和，同时结合(2)，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2

, , 1 , , 1 , 1

2

1 1 , 1

2 2 2

2 2 2
l

ij k iki kj k ij k i k i
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            (4) 

最后，处理二阶项 
由 ( ) 1supk i i i CD b x Db b

Ω
≤ ≤ ， ( ) 1supk ij ij ij C

D a x Da a
Ω

≤ ≤ 以及 

1, , sup
lu u k CD f D f D f Df f

Ω
≤ ≤ ， ( ) 2

ij i ja x ξ ξ λ ξ≥  

可得 

( )
22

, , 1
ki kj

k i j
ij D uDa u ux Dλ

=

≥∑ ， ( ) 2

, 1
2 k i k i

k i
D b x D uD u C Du

=

− ≥∑  

( ) ( )1 1

2 222 2 2 2

, 1 , 1 , 1

12
lk kl u k lkC C

k l k l k l

nD uD uD f f D u D u f Du D uε ε
ε ε= = =

≥ − − ≥ − −∑ ∑ ∑  

同理估计式(4)的其余项后，整理可得 
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( ) 22
1

2 2

2
L D uDu DuC Cλ

≥ − −  

因此 

( ) ( )
2 22 2

14
2 ij k kjL v D u a D uD uD u uL DC Du Cγ
λ γ γ≥ + − + −  

其中 1C 是只依赖于
( ) [ ]( )11 ,, , ,ij i C M MC

a b fλ
Ω× −Ω

的正常数。 

又由截断函数的性质和柯西不等式，可得 

( )
22 224 ij k kja D uD uD u D D u C Duγ ε γ ε≤ +  

2 inD Cγ γ≤ Ω  

综上可得 

2
2 22

21
2

D
Lv D u C Du C

γλ γ ε
γ

 
 ≥ − − −
 
 

 

取 ε 足够小，使得

2
11
2

Dγ
ε

γ

 
 − ≥
 
 

，则有 

2 22
2

1
4

Lv D u C Du Cλγ≥ − −  

其中 2C 是只依赖于
( )

( ) [ ]( )11 ,, , , , ,ij i C M MC
a b dist fλ

Ω× −Ω
Ω Ω′ ∂ 的正常数。 

其次，计算 ( )2L uα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

, 1 , 1 1
2 2 2ij ij i i ij i j ij ij i i

i j i j i
L u a x D u b x D u a x D uD u u a x D u u b x D u

= = =

= + = + +∑ ∑ ∑ ，因为 

( ) ( ) ( ), ,ij ij i ia x D b xu D u f x u u+ = ∇ ，则 
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因此 

( ) ( )
2 222 2

3
1 2
4

D uL Du u DC u Cλγ λγ αα ≥ + − −+  

取α 足够大时，使得 ( )32 1Cλα − ≥ ，则有 

( )2 2 2 22
3

1
4

L Du u DuD u Cλγ γα ≥ + −+  

其中 3C 是只依赖于
( )

( ) [ ]( ) ( )11 ,, , , , , ,ij i C M MC La b dis f Mt uλ ∞ ΩΩ× −Ω
Ω ∂ =Ω′ 的正常数。 

最后，计算 ( )1e xL β  

( ) ( ) 1 11 2
11

, 1
e e ex x

ij
i j

x a x aL β ββ β
=

= =∑  
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则 

( ) ( )112 2 2 22 2
11 4

1 ee
4

x xL L Du u D u Du a Cβ βλγω γ α β≥+ + + −= +  

取 β 足够大时， ( )12
11 3e 0xa Cββ − ≥ ，所以 0Lω ≥ 。 

因为 0Lω ≥ ，故满足弱极值原理，则 sup supw w
Ω ∂Ω

≤ ，有 

( )
( ) ( )

1

1

2 2

2

2 2 2

2

sup sup sup sup

sup sup s

e
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x

Du DDu Du u

D
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β

γ αγ γ

γ α

′ ′Ω Ω Ω Ω

∂Ω ∂Ω ∂Ω
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+

≤

+

= +

≤
 

由定理可得 ( ) ( )2sup u Cα
∂Ω

≤ Ω ， ( )( )1su ep x C diamβ

∂Ω
≤ Ω 和截断函数的性质可知 x∈∂Ω， 0γ = ，x ′∈Ω ，

1γ = 。 

因此对于任何紧子集 ′Ω ⊂⊂ Ω，有 

sup Du C
Ω′

≤  

综上所述，定理得证。 
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