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摘  要 

针对高阶梁振动偏微分方程这类求解问题，研究了离散变分方法。首先运用微分求积法离散空间，在时

间区间上构造离散变分方法，对离散后的欧拉–拉格朗日方程进行变分。仿真实验运用MATLAB进行数

值计算。以无轴向运动简支梁在外部激励下的强迫振动方程为例研究了插值基函数的种类、时间步长、

插值节点类型与仿真时间等对求解的影响。数值结果表明，短时间内离散变分法的约束和能量稳定性优

于经典龙格–库塔法；长时间仿真下，离散变分法的结果精度高于龙格–库塔法，并且可以很好地保持

约束的稳定性。 
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Abstract 
The discrete variational method is studied for the solution of high-order beam vibration partial 
differential equations. Firstly, the differential quadrature method is used to discretize the space, 
the discrete variational method is constructed on the time interval, and the Euler-Lagrange equa-
tion is variational. The simulation experiment uses MATLAB for numerical calculation. Taking the 
forced vibration equation of a simply supported beam without axial motion under external excita-
tion as an example, the effects of the type of interpolation basis function, time step, interpolation 
node type and simulation time on the solution are studied. The numerical results show that the 
constraint and energy stability of the discrete variational method in a short time are better than 
those of the classical Runge-Kutta method; under long-time simulation, the accuracy of the dis-
crete variational method is higher than that of Runge-Kutta method, and can maintain the stability 
of constraints. 
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1. 引言 

梁振动方程在土木工程、电子、桥梁建设等领域有着广泛的应用[1] [2]，该方程属于高阶偏微分方程，

对梁振动方程精确稳定的数值求解具有重要意义[3]。求解梁振动方程的数值方法有有限差分法、伽辽金

方法、微分求积法等[4]。微分求积法具有数学原理简单、易于实现和计算高效性等优点[5] [6] [7]。王波

和陈立群等[8]用微分求积法分析了在复杂边界下轴向变速黏弹性梁的稳态幅频响应，并和解析近似解进

行对比。唐媛[9]应用微分求积研究在不同边界条件下梁的力学响应问题，分析了功能梯度参数对梁力学

响应的影响。传统微分求积法在处理约束时对约束单独处理，约束的稳定性不能得到很好的保持。 
为了提高精度和稳定性，在处理约束时把约束看作代数方程组，将偏微分方程转化为微分代数方程

组，本文采用课题组的离散变分方法加以求解。近年来，离散变分方法已经在多体系统动力学中得到了

广泛应用。其中，张冰冰和丁洁玉[10]对多体系统动力学的离散变分的数值方法进行了研究，以平面双连

杆为例进行求解。于文洁[11]对经典的微分代数方程数值积分方法和现代几何数值积分方法进行了系统地

调研，分析了不同方法的优缺点。离散变分方法尚未在偏微分方程中得到应用，因此对梁振动方程这类

偏微分方程运用离散变分方法求解具有创新性和必要性。 
本文主要介绍了梁振动方程的离散变分方法，通过观察长时间仿真下的时程图、约束变化，意在说

明离散变分方法在长时间仿真下可以保持约束的稳定性。 

2. 数学模型 

2.1. 梁振动方程 

考虑到梁的横向剪力与转动惯量时，由哈密顿原理得到梁振动方程[12]为 
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式(1)中空间坐标 x 和时间坐标 t 的范围是 [ ]0,l 和 [ ]0,T ，u 为横向位移函数，ψ 是转角函数，f 是外部激

励，并且都是关于 x 和 t 的函数，l 为梁的长度，T 表示运动总时间，kA是有效剪切面积，G 是剪切模量，

Aρ 是线密度， EI 是弯曲刚度， Iρ 是转动惯量。 
由(1)可得到在外部激励下梁振动方程[12]为 

4 2 4 2 4 2 2
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             (2) 

式(2)中是梁振动方程的一般模型，时间和空间的最高偏导数为四阶，具有时间空间的二阶混合偏导数，

梁的截面参数 G，A 和 I 关于 x 发生变化，u 为横向位移函数，f 是外部激励，并且都是关于 x 和 t 的函数。 
在工程应用中梁的边界约束形式有简支、铰支连续、悬臂嵌固、两端嵌固[13]等情况，两端简支时为 
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实际工程计算中，初始条件一般假设如下 
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将边界约束写作代数方程组，把偏微分方程转化为微分代数方程组来求解，将 x 的区间 [ ]0,l 离散成

n 个节点， ,i jA 表示微分求积法的权系数矩阵[14] [15]，约束方程组为 
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3. 离散变分方法 

3.1. 微分求积法离散 

梁振动方程的动能、势能为 
2 2
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通过微分求积法离散后，带约束的拉格朗日函数为 
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3.2. 离散变分方法 

对约束方程组 [ ]1, , s
s Rφ φ φ ′= ∈� 关于时间求二阶导，可得加速度约束函数φ��，对带约束的拉格朗日函

数式(8)运用欧拉–拉格朗日方程组求变分，联立约束方程组式(5)，进而得到指标 1 的微分代数方程组[16]为 
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4. 数值算例 

方程(2)中不考虑梁的横向剪力与转动惯量，外部激励 f 取为 ( )sinP tω 。本文求解算例方程如下  

( )
4 2

4 2 sinu uEI Α P t
x t

ρ ω∂ ∂
+ =

∂ ∂
                              (10) 

式(10)中参数为 8 21.5 10 N mE = × ， 8 21 6 10 N mI −= × ， 100 NP = ， 35 Hzω = ， 1 ml = ， 31000 kg mρ = ，
4 210 mA −= ，u 为横向位移函数，是关于 x 和 t 的函数。微分求积法中空间插值节点数目为 7，离散变分

法中插值节点和高斯点数目均为 2。边界条件和初始条件如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∂ ∂ ∂
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4.1. 梁振动方程时间历程图 

图 1、图 2 是梁振动方程在步长 0.001 mh = 时龙格库塔法、离散变分法两种方法的运动轨迹时程图，

龙格库塔法(Runge-Kutta method)简记为 RK，离散变分法(Discrete variational method)简记为 DV，图中的

振动位置选为梁的中点，微分求积法中权系数矩阵分别选取三角插值基函数和拉格朗日插值基函数。仿

真时间为 0~30 s，选取图像在 25~30 s 进行对比。 
 

 
Figure 1. Time history diagram of vibration equation of beam with triangular interpolation 
图 1. 三角插值时梁振动方程的时程图 
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Figure 2. Time history diagram of vibration equation of beam with Lagrange interpolation 
图 2. 拉格朗日插值时梁振动方程的时程图 

 
龙格库塔法作为一种求解常微分方程及微分代数方程组的经典方法，具有精度高，运行时间短的优

点。图 1、图 2 说明了在两种插值基函数下离散变分法和龙格库塔法的时程图像吻合程度高。这说明了

离散变分法的时程图像精确程度高，证明了离散变分法在求解梁振动方程这类偏微分方程时的可行性。 
图 3、图 4 是梁振动方程在步长 0.001 mh = 时龙格库塔法、离散变分法、微分求积法(Differential 

quadrature method)，简记为 DQ，三种方法的运动轨迹时程图，图中的振动位置选为梁的中点，微分求积

法中权系数矩阵选取三角插值基函数，仿真时间为 30 s 和 1000 s。30 s 仿真时选取图像在 25~30 s 进行对

比，1000 s 仿真时选取图像在 995~1000 s 进行对比。 
 

 
Figure 3. Time history diagram of beam vibration equation in 30 s simulation 
图 3. 30 s 仿真时梁振动方程的时程图 
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Figure 4. Time history diagram of beam vibration equation in 1000 s simulation 
图 4. 1000 s 仿真时梁振动方程的时程图 

 
从图 3、图 4 可以看出，在步长及插值函数相同时，随着时间的增加三种方法的时程图结果相差变

大，可以看出龙格库塔法长时间仿真的时程图精度更低，而离散变分法在长时间仿真下可以保持高精度，

这是离散变分法的优越性。 

4.2. 梁振动方程约束图 

图 5、图 6 是梁振动方程在步长 0.001 mh = 时龙格库塔法、离散变分法的 4 个约束方程的位移约束、

速度约束、加速度约束变化图像，位移约束(Displacement Constraint)、速度约束(Speed Constraint)、加速

度约束(Acceleration Constraint)分别用 DC，SC，AC 表示，微分求积法中权系数矩阵分别选取三角插值基

函数，仿真时间为 30 s 进行对比。 
 

 
Figure 5. Constraint graph of Runge-Kutta method 
图 5. 龙格库塔法的约束图 
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Figure 6. Constraint graph of discrete variational method 
图 6. 离散变分法的约束图 

 
从上述图像可以看出，在插值函数相同时，龙格库塔法的位移约束、速度约束这两种约束违约，而

加速度约束可以保持稳定。而离散变分法的三种约束均可以保持很好的稳定性，且位移约束量级上相比

于龙格库塔法有明显的下降，这说明了离散变分法在保持约束方面的优越性。在插值函数不同时，三角

函数插值的约束小于拉格朗日函数插值的约束。 
表 1 是离散变分法在不同步长下的结果比较，仿真时间为 30s，插值函数选为三角函数和拉格朗日函

数。可以看出，随着步长减小，程序运行时间增大，三种约束均有所增大，因此可以看出离散变分方法

适用于大步长。在插值函数不同时，三角函数插值的运行时间和约束要小于拉格朗日函数插值。 
 

Table 1. Comparison of results of discrete variational method under asynchronous length 
表 1. 离散变分法在不同步长下的结果比较 

步长 运行时间 T/s 最大位移约束 Φ 最大速度约束 Φt 最大加速度约束 Φtt 插值函数 

h = 0.010 4.6094 1.4211E−13 2.1233E−11 8.5735E−11 三角函数 

h = 0.010 5.5781 2.8422E−13 4.3732E−11 1.2657E−10 拉格朗日函数 

h = 0.005 7.3281 1.5632E−13 4.8074E−11 8.0671E−11 三角函数 

h = 0.005 7.4844 2.2737E−13 9.5451E−11 1.3617E−10 拉格朗日函数 

h = 0.001 27.2500 1.7053E−13 2.6690E−10 9.6590E−11 三角函数 

h = 0.001 29.7344 3.4106E−13 5.3012E−10 1.3349E−10 拉格朗日函数 

 
从表 2、表 3 可以看出龙格库塔法随步长的减小最大位移约束违约，最大速度约束、加速度约束保

持稳定。离散变分法随步长的减小，三种约束均保持稳定，只有在 0.001 mh = 时最大速度约束有所增大。
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两种方法的速度约束、加速度约束相差不大，而离散变分法大幅度降低了梁振动方程的位移约束，可以

看出离散变分方法在保持约束方面的优越性。 
 

Table 2. Comparison of trigonometric interpolation results under different methods 
表 2. 三角函数插值下在不同方法下的结果比较 

步长 运行时间 T/s 最大位移约束 Φ 最大速度约束 Φt 最大加速度约束 Φtt 方法 

h = 0.010 4.6094 1.4211E−13 2.1233E−11 8.5735E−11 离散变分法 

h = 0.010 0.4818 9.3593E−11 1.3261E−11 6.2064E−11 龙格库塔法 

h = 0.005 7.3281 1.5632E−13 4.8074E−11 8.0671E−11 离散变分法 

h = 0.005 0.9067 2.8422E−13 2.7416E−12 6.3752E−11 龙格库塔法 

h = 0.001 27.2500 1.7053E−13 2.6690E−10 9.6590E−11 离散变分法 

h = 0.001 4.4573 4.4768E−10 8.7472E−11 8.2668E−11 龙格库塔法 

 
Table 3. Comparison of Lagrange interpolation results under different methods 
表 3. 拉格朗日函数插值下在不同方法下的结果比较 

步长 运行时间 T/s 最大位移约束 Φ 最大速度约束 Φt 最大加速度约束 Φtt 方法 

h = 0.010 5.5781 2.8422E−13 4.3732E−11 1.2657E−10 离散变分法 

h = 0.010 0.5273 9.5672E−10 5.9614E−11 1.3802E−10 龙格库塔法 

h = 0.005 7.4844 2.2737E−13 9.5451E−11 1.3617E−10 离散变分法 

h = 0.005 0.9132 1.1369E−13 1.3246E−11 1.5919E−10 龙格库塔法 

h = 0.001 29.7344 3.4106E−13 5.3012E−10 1.3349E−10 离散变分法 

h = 0.001 4.4097 1.1442E−09 1.3737E−10 1.8193E−10 龙格库塔法 

 
表 4 是三角函数插值下离散变分法取等距节点与非等距节点的结果比较。取 0.01 mh = ，仿真时间为

30 s。可以看出，当离散变分法选择非等距节点时约束要小于取等距节点时的约束，其中切比雪夫节点综

合精度较高。 
 

Table 4. Comparison of results of different nodes under trigonometric function interpolation 
表 4. 三角函数插值下不同节点的结果比较 

节点类型 运行时间 T/s 最大位移约束 Φ 最大速度约束 Φt 最大加速度约束 Φtt 方法 

等距节点 4.6250 4.5475E−13 7.0271E−11 2.3996E−10 离散变分法 

高斯–勒让德节点 5.7188 2.2737E−13 3.4142E−11 9.3007E−11 离散变分法 

切比雪夫节点 4.6094 1.4211E−13 2.1233E−11 8.5735E−11 离散变分法 
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表 5 是离散变分法与龙格库塔法在不同时间下的结果比较。取步长 0.01 mh = ，微分求积法中权系数

矩阵选取三角插值基函数，仿真时间选为 30 s、100 s 和 500 s。可以看出随着时间的增加，离散变分法的

三种约束均可很好的保持，而龙格库塔法的位移约束违约，这说明了离散变分法在长时间仿真下的优越

性。 
 

Table 5. Comparison of results of discrete variational method and Runge-Kutta method in different time 
表 5. 离散变分法与龙格库塔法在不同时间下的结果比较 

时间 运行时间 T/s 最大位移约束 Φ 最大速度约束 Φt 最大加速度约束 Φtt 方法 

30 5.8906 1.4211E−13 2.1233E−11 8.5735E−11 离散变分法 

30 0.4809 9.3593E−11 1.3261E−11 6.2064E−11 龙格库塔法 

100 11.2031 1.7053E−13 2.3840E−11 8.6229E−11 离散变分法 

100 1.5107 1.2808E−10 2.1252E−11 6.9650E−11 龙格库塔法 

500 66.0000 1.7053E−13 2.6048E−11 9.5581E−11 离散变分法 

500 7.5563 1.2808E−10 2.1252E−11 8.2813E−11 龙格库塔法 

4.3. 梁振动方程长时间仿真图 

图 7、图 8 是梁振动方程在运行时间 10,000 st = 时龙格库塔法、离散变分法的 4 个约束方程的位移

约束、速度约束、加速度约束的约束变化图像，微分求积法中权系数矩阵选取为三角插值基函数，选取

0.01 mh = 进行对比。 
 

 
Figure 7. Long time simulation diagram of Runge-Kutta method 
图 7. 龙格库塔法求解的长时间仿真图 
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Figure 8. Long time simulation diagram of discrete variational method 
图 8. 离散变分法求解的长时间仿真图 

 
从上述图像可以看出，龙格库塔法在长时间仿真下位移约束、速度约束违约，最大位移约束量级可

达到 10−6，只有加速度约束能够保持很好的稳定性。而离散变分法不但可以在长时间仿真下保持三种约

束的稳定性，而且位移约束、速度约束的量级上也有下降，时间越长这种趋势越明显，这充分说明离散

变分法在求解梁振动方程这类问题时的优越性。 

5. 结论 

本文针对高阶梁振动偏微分方程的一般形式，使用微分–代数方程求解方法，构造离散变分方法进

行求解。数值结果表明，短时间内离散变分法与龙格库塔法的时程图结果接近，离散变分法的约束和能

量稳定性高于龙格库塔法，长时间下离散变分法的时程图精度高于龙格库塔法，这说明了离散变分法的

可行性和高效性。插值函数相同时，不同步长下的离散变分法的三种约束均能很好地保持，龙格库塔法

的约束违约。步长固定时，三角插值的约束要低于拉格朗日插值。与经典 Runge-Kutta 法相比较，离散变

分法数值精度更高，约束违约现象减弱，长时间仿真情况下三种约束保持效果更好。如何在保证约束的

情况下应用到其他类型的偏微分方程，将是今后需要继续研究的内容。 
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