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Abstract

This paper deals with the existence of periodic solutions for delayed evolution equation

in a Banach space X,

u′(t) +Au(t) = f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)), t ∈ R,

where A : D(A) ⊂ X → X is a sector operator and −A generates a exponential stability

analytic semigroup T (t)(t ≥ 0) on X, f : R×Xn+1 → X is a continuous function mapping

and it is ω-periodic in t, τ1, · · · , τn > 0. Existence results of ω-periodic mild solutions

are obtained by using the fixed point theorem.
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1. Úó

�¢uÐ�§,q¡�¢üz�§½�¢?z�§,´���¼ê¹k'u�mCþt��ê( 

�ê)��©�§, X�¢9�§!�¢Å�§!�¢>��§!�¢Schrödinger�§!�¢�Ô

.�§!�¢�A*Ñ�§�, ±9dùa�§ÏL·��ªÍÜå5��§|, Ñáu�¢uÐ

�§��Æ. Ïd, �¢uÐ�§äk�©´L�ïÄSN92��A^d�, �©z [1, 2]. 
éu

Ü©�¢ �©�§, ·�~/Ïu�f�+�{ò,�Banach �mX ¥�÷/�feÄ��¢

uÐ�§5?n, ?
?ØÙ)��35!��5. U���÷/�feÄ��¢uÐ�§��/

X

u′(t) +Au(t) = f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)), t ∈ R, (1)
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Ù¥ A : D(A) ⊂ X → X � X ¥�÷/�f, −A )¤ X ¥�ê­½�)Û�+ T (t)(t ≥ 0),

f : R × Xn+1 → X ���5N�, τi > 0(i = 1, · · · , n) �~ê. 3ù
 �©�§¥, �m±Ï

)��35Úå
<��'5, ®�NõÆöïÄ, �©z [3]. �©b�f(t, x0, x1, · · · , xn) 'ut

±ω �±Ï, 3��Banach �mX ¥ïÄÄ�uÐ�§(1) ω-±Ïmild )��35.

éØ¹�¢�Ä�uÐ�§±Ï¯K, Ù)��35®k��\�ïÄ. é�� Banach �m

X ¥���5uÐ�§

u′(t) +Au(t) = f(t, u(t)), t ≥ 0, (2)

©z [4]¥, 
Ú3A�÷/�f��/e, ïá
�§(2)ω-±Ï�;)�3�þe)½n. �ö|

^��f�+�A�ÚüNS��{, ¼�
ω-±Ï�;)��35Ú��5½n, ¿3Øb½þ

e)�3�^�e, ��
�§(2)ω-±Ï�;)��3��5ÚìC5�.


¹�¢�Ä�uÐuÐ�§

u′(t) +Au(t) = f(t, u(t), u(t− τ)), t ∈ R, (3)

Ù±Ï)��35���
�öïÄ, �©z [5–9]. 3©z [5]¥, J. Liu 3��Banach �mX ¥

dÐ�¯Kmild )�k.5Ú�ªk.5¼�
�§(3)�ω-±Ïmild )��35. ©z [6]ïÄ


A �Hilbert �m�½�f�/õ�¢uÐ�§(1)�±Ï¯K, ÙA^)Û�+nØ���¹�

¢�È©Ø�ª¼��
±Ï)��35�ì?­½5. ©z [7, 8]?Ø
X �kSBanach �m,

T (t)(t ≥ 0)��C0-�+��/,�¢uÐ�§(3) ω-±Ïmild)��35. ©z [7]��öA^üN

S��{¼�
�����±Ïmild )��35. ©z [8]$^��f�+nØ9Leray-Schauder

ØÄ:½n��
�§(3) �±Ïmild )��3��5�ìC­½5. ©z [9]ÏLé)�f�±

Ïòÿ, |^�'�ØÄ:½n, ¼�
�¢uÐ�§(3)ω-±Ïmild)��35(J.

ØÓuþã©z?Ø�AÏ�¹, �©3��Banach�mXþïÄ÷/�f�/eõ�¢uÐ

�§±Ï¯K(1). $^Schauder ØÄ:½n, ¼�
���5�f÷v�gO�^��õ�¢uÐ

�§(1)��35(J. $^BanachØ N��n��
÷/�f�/eõ�¢uÐ�§(1)±Ï)

���5, ��
± 3kSBanach �mþ���, ¦ÙA^�\2�.

�©1�!�Ñ
Ø©¤IÎÒ9Ún, 1n!�Ñ
�3��5½n9Ùy², 1o!�Ñ


A^�~f, 1Ê!o(�©9Ð".

2. ý��£

�X �Banach �m, A : D(A) ⊂ X → X �÷/�f, −A )¤X ¥�ê­½�)Û�
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+T (t)(t ≥ 0). �Aα(α ≥ 0)��fA�©ê�, Xα = (D(Aα), ‖ · ‖α), =Xα�A
α�½Â�D(Aα)U

ã��ê‖ · ‖α = ‖Aα‖�¤�Banach�m. �3~êM ≥ 1, Mα ≥ 1, δ > 0¦�

‖T (t)‖ ≤Me−δt, t ≥ 0, (4)

‖AαT (t)‖ ≤Mαt
−αe−δt, t > 0.

�E�,��Banach�m, Ù�ê½Â�‖ · ‖E , ��30 < α < 1¦�

Xα ↪→ E ↪→ X,

��3~êC > 0, k

‖x‖E ≤ C‖x‖α, x ∈ Xα.

PCω(R, X), Cω(R, E), Cω(R, Xα)©O´�N±ω�±Ï�X, E, Xα��ëY¼êU�ê‖u‖C =

max
t∈[0, ω]

‖u(t)‖, ‖u‖CE = max
t∈[0, ω]

‖u(t)‖E , ‖u‖Cα = max
t∈[0, ω]

‖u(t)‖α�¤�Banach�m,´�Cω(R, Xα) ↪→

Cω(R, E).

�h ∈ Cω(R, X), �ÄX ¥��5uÐ�§

u′(t) +Au(t) = h(t), t ∈ R, (5)

ω-±Ï)��35. b��+T (t)(t ≥ 0) �ê­½, =÷vª(4), dGelfand Ì�»úª9(4)ª

r(T (ω)) = lim
n→∞

n
√
‖Tn(ω)‖ ≤ lim

n→∞

n
√
M e−δ = e−δ < 1.

Ïd, 1��f T (ω) ��K�, l
 I− T (ω) kk._�f (I− T (ω))−1, �

(I− T (ω))−1 =

∞∑
n=0

Tn(ω) =

∞∑
n=0

T (nω), (6)

�
�B, ±eP

ρ = ‖I− T (ω))−1‖.

� h ∈ C1
ω(R, X) �, dÙ��(J [10], ´�y�§(5)�3��� ω- ±Ï)

u(t) = (I− T (ω))−1

∫ t

t−ω
T (t− s)h(s) ds := (Ph)(t), t ∈ R, (7)

�T)u ∈ C1
ω(R, X) ∩ Cω(R, X1). é���h ∈ Cω(R, X), d(7)ª(½�u = Ph ∈ Cω(R, X),

u Ø�½��, ´�§(5)��«ω-±Ï�2Â), ¡�ω- ±Ïmild ) [11]. U(7)ª, �5�

§(5)�ω-±Ï)�fP : Cω(R, X)→ Cω(R, X) ��5k.�f.
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Ó�/, é÷/�fuÐ�§(1), aqu�5�§(5), e u ∈ Cω(R, X) ÷vÈ©�§

u(t) = (I− T (ω))−1

∫ t

t−ω
T (t− s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds, t ∈ R. (8)

K¡u ��§(1)�ω-±Ïmild ). �f : R × Xn+1 → X�C1-N��, Umild )��K5[ [10],

Chapter3, Theorem 1.5], �§(1)�ω-±Ïmild )u ∈ C1
ω(R, X) ∩ Cω(R, X1) ´�;).

ÚÚÚnnn1 ( [12]Arzela-Ascoli)8ÜD ⊂ C(J, X)�é;�¿©7�^�´:D´�ÝëY�, ¿�

é∀t ∈ J , 8ÜD(t)´X¥��é;8.

ÚÚÚnnn2 ( [13]BanachØ N��n)�X����Ýþ�m, Q�Xþ�Ø N�. KQ3X¥k

��k��ØÄ:.

ÚÚÚnnn3 ( [14]SchauderØÄ:½n)�X�Banach�m, D�X¥�k.à48. eQ : D → D�

ëY, KQ3D ¥���3��ØÄ:.

3. Ì�(J

½½½nnn1 � A : D(A) ⊂ X → X �X ¥�÷/�f, −A)¤X ¥�ê­½�)Û�+
T (t)(t ≥ 0). f : R×Xn+1 → X 'ut ±ω �±Ï, ÷vLipschitz ^�. �÷ve�^�

(A1) �3~ê Ci > 0 (i = 0, 1, · · · , n), ¦�é?¿�xi, yi ∈ E (i = 1, · · · , n), k

‖f(t, x0, · · · , xn)− f(t, y0, · · · , yn)‖α ≤
n∑
i=0

Ci‖xi − yi‖E , t ∈ R,

(A2) CMαρ ·
∑n

i=0Ci ·
ω1−α

1−α < 1,

K÷/�fe�¢uÐ�§(1)�3�� ω-±Ï mild ).

½½½nnn1���yyy²²² ·�3Cω(R, X)¥½Â�fQ

Qu = (P ◦ F )u,

Ù¥P�(7)ª¤½Â�5uÐ�§±Ï¯K�)�f, F : Cω(R, E)→ Cω(R, X) �Xe½Â��

f

F (u)(t) = f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)), t ∈ R, u ∈ Cω(R, E).

l


Qu(t) = (I − T (ω))−1

∫ t

t−ω
T (t− s)f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn))ds, t ∈ R, u ∈ Cω(R, E).

(9)
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´yQ : Cω(R, E) → Cω(R, Xα) ↪→ Cω(R, E). U(7)ª, ��÷/�fe�¢uÐ�§(1)�ω±

Ïmild)�du�fQ�ØÄ:.

db�(A1)9(9)ª�, é∀u, v ∈ Cω(R, X)9t ∈ R, k

‖Qu(t)−Qv(t)‖E ≤ C‖Qu(t)−Qv(t)‖α

= C‖(I− T (ω))−1

∫ t

t−ω
T (t− s) (f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn))

−f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)))ds‖α

≤ Cρ

∫ t

t−ω
‖AαT (t− s)‖ · ‖(f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn))

−f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)))ds‖

≤ CMαρ

∫ t

t−ω
(t− s)−α(C0‖u(s)− v(s)‖E

+C1‖u(s− τ1)− v(s− τ1)‖E + · · ·+ C1‖u(s− τn)− v(s− τn)‖E)ds

≤ CMαρ ·
n∑
i=0

Ci ·
∫ t

t−ω
(t− s)−αds · ‖u− v‖CE

= CMαρ ·
n∑
i=0

Ci ·
ω1−α

1− α
· ‖u− v‖CE ,

d^�(A2)��

‖Qu−Qv‖CE ≤ CMαρ ·
n∑
i=0

Ci ·
ω1−α

1− α
· ‖u− v‖CE < ‖u− v‖CE .

ù`²Q : Cω(R, E) → Cω(R, E)�Ø N�. dBanachØ N��n�, �fQ3Cω(R, E)¥�

3��ØÄ:u, TØÄ:��¢uÐ�§(1)�ω-±Ïmild). �

½½½nnn2 � A : D(A) ⊂ X → X �X¥�÷/�f, −A)¤X¥��ê­½�)Û�
+T (t)(t ≥ 0) ´;�+. e^�(A2)9

(A3) f : R × En+1 → X, é∀t ∈ R, f(t, ·, ·, · · · , ·, ·) : En+1 → XëY; é∀xi ∈ E, (i =

0, 1, · · · , n), f(·, x0, x1, · · · , xn) : R→ Xr�ÿ,

(A4) �3~ê Ci ≥ 0 (i = 0, 1, · · · , n)9M ≥ 0, ¦�é∀t ∈ R9xi ∈ E(i = 0, 1, · · · , n), k

‖f(t, x0, x1, · · · , xn)‖ ≤
n∑
i=0

Ci‖xi‖E +M,

é∀R > 09xi ∈ E(i = 0, 1, · · · , n), XJ‖xi‖E ≤ R, k

‖f(t, x0, x1, · · · , xn)‖ ≤ R
n∑
i=0

Ci +M := hR(t), t ∈ R,
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�

lim inf
r→∞

1

R

∫ t

t−ω

hR(s)

(t− s)α
ds =

n∑
i=0

Ci
ω1−α

1− α
> 0

¤á, K÷/�fe�¢uÐ�§(1)���3�� ω-±Ï mild ).

½½½nnn2���yyy²²² ��fQ´½n1�y²¥¤½Â��f, e¡©oÚy².

1�Ú, QDR ⊂ DR.

é∀R > 0, �

DR = {u ∈ Cω(R, E)|‖u(t)‖E ≤ R, t ∈ R},

K∃R > 0, ¦�QDR ⊂ DR. ÄK, é∀R > 0, t ∈ R,∃uR ∈ DR, ¦�R < ‖QuR(t)‖E , k

R < ‖QuR(t)‖E

≤ C‖(I − T (ω))−1‖ ·
∫ t

t−ω
‖AαT (t− s)‖ · ‖f(s, uR(s), uR(s− τ1), · · · , uR(s− τn))‖ ds

≤ CMαρ ·
∫ t

t−ω

R
∑n

i=0Ci +M

(t− s)α
ds

= CMαρ ·
∫ t

t−ω

hR(s)

(t− s)α
ds,

þªüàÓ¦ 1
R

, k

1 ≤ CMαρ ·
∫ t

t−ω

hR(s)

(t− s)α
· 1

R
≤ CMαρ

n∑
i=0

Ci ·
ω1−α

1− α
,

�b�^�(A2)gñ! �∃R > 0, ¦�QDR ⊂ DR.

1�Ú, Q : DR → DRëY.

�{un} ∈ DR, ÷v lim
n→∞

un = u ∈ DR. db�(A3)¥f(t, x0, · · · , xn)'uxi(i = 0, · · · , n)�ë

Y5�

f(t, un(t), un(t− τ1), · · · , un(t− τn))→ f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)), (n→∞),




‖f(t, un(t), un(t− τ1), · · · , un(t− τn))− f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn))‖ ≤ 2hR(t), t ∈ R,

¼ê 2hR(s)
(t−s)αLebesgue�È, �dLebesgue��Âñ½n��
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‖Qun(t)−Qu(t)‖E ≤ C‖Qun(t)−Qu(t)‖α

≤ C‖(I− T (ω))−1‖ ·
∫ t

t−ω
‖AαT (t− s)‖ · ‖ f(t, un(t), un(t− τ1), · · · , un(t− τn))

− f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)) ‖ds

≤ CMαρ ·
∫ t

t−ω

1

(t− s)α
· ‖ f(t, un(t), un(t− τ1), · · · , un(t− τn))

− f(t, u(t), u(t− τ1), · · · , u(t− τn)) ‖ds

≤ CMαρ ·
∫ t

t−ω

2hR(s)

(t− s)α
ds

→ 0, (n→∞).

Ïd, Q : DR → DRëY.

1nÚ, H(t) = {Qu(t)|u ∈ DR}ëY.

é∀0 ≤ t1 < t2 ≤ ω9∀u ∈ DR, k

Qu(t2)−Qu(t1) = (I − T (ω))−1

∫ t2

t2−ω
T (t2 − s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

− (I − T (ω))−1

∫ t1

t1−ω
T (t1 − s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

= (I − T (ω))−1

∫ t1

t2−ω
(T (t2 − s)− T (t1 − s)) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

− (I − T (ω))−1

∫ t2−ω

t1−ω
T (t1 − s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

+ (I − T (ω))−1

∫ t2

t1

T (t2 − s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

:= I1 + I2 + I3,

l


‖Qu(t2)−Qu(t1)‖E ≤ ‖I1‖E + ‖I2‖E + ‖I3‖E .

�Iy�t2 − t1 → 0�, ‖Ii‖ → 0(i = 1, 2, 3)=�. drëY�+�5�, k

‖I1‖E ≤ C‖I1‖α

≤ C‖(I − T (ω))−1‖ ·
∫ t1

t2−ω
‖(T (t2 − s)− T (t1 − s)) · f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖α ds

≤ CMρ ·
∫ t1

t2−ω
‖(T (t2 − t1)− I) · f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖α ds

→ 0, (t2 − t1 → 0),
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‖I2‖E ≤ C‖I2‖α

≤ C‖(I − T (ω))−1‖ ·
∫ t2−ω

t1−ω
‖AαT (t1 − s) · f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖α ds

≤ CMαρ ·
∫ t2−ω

t1−ω

hR(s)

(t1 − s)α
ds

→ 0, (t2 − t1 → 0),

‖I3‖E ≤ C‖I3‖α

≤ C‖(I − T (ω))−1‖ ·
∫ t2

t1

‖AαT (t2 − s) · f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖α ds

≤ CMαρ ·
∫ t2

t1

hR(s)

(t2 − s)α
ds

→ 0, (t2 − t1 → 0).

=‖Qu(t2)−Qu(t1)‖E → 0(t2 − t1 → 0), �u ∈ DR�À�Ã', �H(t)�ÝëY.

1oÚ, 2yH(t) = {Qu(t)|u ∈ DR}�é;.

é∀t ∈ R, u ∈ DR, 0 < δ < ω.

-

(Qδu)(t) = (I − T (ω))−1

∫ t−δ

t−ω
T (t− s)f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))ds

= T (δ)(I − T (ω))−1

∫ t−δ

t−ω
T (t− s− δ)f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))ds,

l
k

‖(Qδu)(t)‖α ≤ ‖(I − T (ω))−1‖
∫ t−δ

t−ω
‖T (t− s)f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖αds

≤ ρ

∫ t−δ

t−ω
‖AαT (t− s)‖ · ‖f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖αds

≤ Mαρ

∫ t−δ

t−ω

hR(s)

(t− s)α
ds := T <∞,

d�fTα(δ)´Xα¥�;�f��, é∀t ∈ R, (QδDR)(t)3Xα¥�é;.
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é∀u ∈ DR, t ∈ R, k

‖Qu(t)−Qδu(t)‖α = ‖(I − T (ω))−1

∫ t

t−ω
T (t− s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

−(I − T (ω))−1

∫ t−δ

t−ω
T (t− s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds‖α

= ‖(I − T (ω))−1(

∫ t

t−ω
T (t− s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn)) ds

−
∫ t−δ

t−ω
T (t− s) f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))) ds‖α

≤ ‖(I − T (ω))−1‖
∫ t

t−δ
‖AαT (t− s)f(s, u(s), u(s− τ1), · · · , u(s− τn))‖ds

≤ Mαρ

∫ t

t−δ

hR(s)

(t− s)α
ds.

l
��, H(t)3E¥�é;.

nþ¤ã, dArzela-Ascoli½n��, 8ÜH3Cω(R, E)¥�é;, Q : DR → DR��ëY�

f. d�ëY�f�SchauderØÄ:½n�, Q3DR¥���3��ØÄ:, TØÄ:=�÷/�

fe�¢uÐ�§(1)�ω-±Ïmild). �

4. A^

~~~ ÷/�f�/e�¢�Ô. �©�§��m±Ï).

�Ω ⊂ RNk.«�,Ù>.∂Ω¿©1w, g ∈ C1(Ω × Rn+1), g(x, t, ξ0, ξ1, · · · , ξn)'ut±ω�

±Ï, τ > 0 �~ê, �Äõ�¢�Ô.>�¯K
∂ u
∂ t
−∆u = g(x, t, u(x, t), u(x, t− τ1), · · · , u(x, t− τn)) , (x, t) ∈ Ω× R

u |∂ Ω = 0,
(10)

��mω-±Ï)��3, k

½½½nnn3 ee�^�¤á

(A5)�3Mi ≥ 0, M ≥ 0(i = 0, 1, · · · , n), �g ∈ C1(Ω×Rn+1), g(x, t, ξ0, ξ1, · · · , ξn)'ut±ω

�±Ï. eg÷v^�:

|g(x, t, ξ0, ξ1, · · · , ξn)| ≤
n∑
i=0

Mi +M, (11)

(A6)CMα‖(I− T (ω))−1‖ < 1−α
ω1−α·

∑n
i=0Mi

,
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K÷/�f�/e�¢�Ô.�§�m±Ï¯K(10)���3���mω-±Ïmild).

yyy²²² �X = Lp(Ω) (p > N), �X ¥��fA:

D(A) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), Au = −∆u. (12)

U[10, Chapter 7, Theorem 3.6], −A+ λ1I )¤X¥Ø )Û�+Sp(t)(t ≥ 0), Ù¥λ1 �Laplace�

f−∆3>.^�u |∂ Ω = 0e�1�A��. dSp(t)(t ≥ 0)�Ø 5, −A )¤��+Tp(t) =

e−λ1tSp(t) ÷v�ê­½^�. UTp(t) �)Û5�A �ý)ª�;5, Tp(t)�´X¥�;�+. ½

Â��5N�f : R×Xn+1 → X:

f(t, v0, v1, · · · , vn) = g(·, t, v0(·), v1(·), · · · , vn(·)), (13)

Kd(12)ª´�, f : R × Xn+1 → XëY, �÷v^�(A2). ù�, ÷/�f�/e�¢�Ô.

>�¯K(10) z�X ¥�÷/�fe�¢uÐ�§(1). U½n2, éA��§(10)�3�mω-±

Ïmild)u ∈ Cω(R, X)(3�+Tp(t)¿Âe). �

5. o(

3C0-�+�cJe, ·�$^)Û�f�+nØ!�ëY�f�'ØÄ:½nïÄ
���

5�f÷v�gO�^��, �¢uÐ�§�ω-±Ïmild)��35���5, ¿�Ñ
A^�~

f. C
c5, é¹�¢��uÐ�§±Ï)ïÄ¤J´a, 
¹�¢�óÀuÐ�§±Ï)ïÄ

��, �¹�¢�óÀuÐ�§±Ï)�ïÄkX2��A^�µÚy¢¿Â.
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