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摘  要：在 Hilbert 空间中研究了渐近非扩张映象 T 的不动点的一种新型黏性混杂子序列迭代法算法，

并利用该迭代算法特点在一定条件下证明了迭代序列强收敛于 T 的不动点。其结果改进和推广了一些

相应的近代结果。 
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1. 引言 

不动点的理论及其迭代算法是现在非线性泛函分析的一项重要内容。早在 1953 年 Mann 提出了一种称之为

Mann 的迭代格式[1]，其迭代逼近非线性算子 T 的不动点序列 nx 的迭代方式为： 
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                                   (1) 

其中  0,1n 

n

。1974 年，Ishikawa 修改了 Mann 的迭代格式，提出了一种称之为 Ishikawa 的迭代格式[2]，其序

列x 的构造方式为： 
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其中 n ，  0,1n  。并且证明了在一定条件下相应迭代序列 nx 的弱收敛性定理。 

另一方面，1967 年 Halpern 引进如下称之为 Halpern 迭代程序[3]： 
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                                         (3) 

由于 Halpern 迭代格式的启发及解决问题的需要，近年来，Xu[4]、张石生[5]等学者又构造了黏性迭代。所谓

的黏性迭代格式就是用一个给定的压缩 f 代替 Halpern 迭代的 u，这样我们就得到了下面的格式： 
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                                (4) 

因 Mann 迭代和 Ishikawa 迭代，即使是在 Hilbert 空间下一般也仅有弱收敛性，为克服这一缺点，得到强收

敛结果，Nakajo 等[6,7]、黄建峰等[8]结合 Mann 迭代和 Halpern 迭代提出了混杂迭代方法并得到了强收敛定理。2010

年刘立红等[9]关于 k-严格伪压缩映像，提出并改进给出了如下混杂迭代序列： 
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并且证明了序列在一定条件下，该迭代序列关于非扩张映像的收敛性。 

受上述文章启发，本文的目的是在 Hilbert 空间中提出如下关于渐近非扩张映像 T 的黏性混杂子列迭代序列： 
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其中 为自然数列的一个子序列。并且我们利用这种新的混杂迭代算法特点，证明了在一定条件下序列 l n  nx

强收敛到 。因此，当渐近非扩张映像 T 为非扩张映像时，可取  0FP T x     01, 1,nk l n f x x   ，从而将[4-9]

等近代文献中的有关部分结果推广到渐近非扩张映像的黏性混杂迭代上来。 

2. 预备知识 

假设 H 是一个 Hilbert 空间，C 为 H 的一个非空闭凸子集，内积和范数分别为 ,  和  ，记 

   :Fix T x C x Tx   为映像 的不动点集合，:T C C  1,2,N    为自然数集，I 为恒等映像。记

为 H 到 C 上的投影。 

:CP H C

定义 2.1 
1) T 称为 Lipschitz 的，如果存在常数 ，对所有0L  ,x y C ，有 Tx Ty L x y   ；T 称为非扩张的，如

果常数 ；T 称为(具有系数1L   的)压缩的，如果常数 1L   。 
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2) T 称为一致 Lipschitz 的，如果存在数列   0,nk  L ，使得 , , , 1n n
nT x T y k x y x y C n       ；T 称

为(具有系数 的)渐近非扩张的，如果上述的nk  lim 1n nk n   。 

为了证明本文的主要结果，还需要下列引理。 

引理 2.1[10] 在实 Hilbert 空间，成立下列不等式： 

1) 
2 2 2

2 , , , ;x y x y x y y x y H        

2)        2 2 2 2
1 1 1 , 0,1 ,tx t x t x t y t t x y t x y H           , .  

引理 2.2[11] 设 C 是 Hilbert 空间 H 中的非空闭凸子集， ,x H y C    ，则存在唯一的 ，满足 0u C

1) 0 0 0, 0Cu P x u x y u     ;  

2) 0 .u x y x    

3. 主要结果 

定理 3.1 设 C 是实 Hilbert 空间 H 中的非空闭凸子集。 :f C C 为具有系数 的压缩映射， 为

具有系数 的渐近非扩张映像，不动点

:T C C

nk  F T  。当 lim 0n nlimn n    时，则存在子数列  ，

使得由式(6)迭代生成的序列

nl N

 nx 强收敛于    0F TP x 。 

证明 第一步证明   n nF T C Q  。 
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对于每一个  0,1n  ，由 可得，存在一个正整数序列lim 1n nk   l n 使得    1 nl nk o n    ，故存在 
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由 p 的任意性可得   nF T C 。 

对  p F T  ，由引理 1 得 
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因 lim 0n n  ，同理由 可得，存在一个正整数序列 lim 1n l nk   l n 使得    1 nl nk o n     。为了方 
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从而有 
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  nF T Q 。综上可得   n nF T C Q 由 p 的任意性可得，当 n 充分大时有 。 

第二步证明 nx 为柯西列。 

显然  F T 是 的非空闭凸子 ，存在唯一的  0u F TH 集。由引理 1.2 知， x H  ，使得 。对于
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所以 nx 有界，由式(7)得 也有界。 
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对 ，存在常数 c，使0n  0limn nx x c   ，由引理 2 可知， n m n nx C Q   ， 0n nn C Qx P x 且 

0 0nx  。因此， , nx n mx x 
2

n n mx x 2 2 2 2

0 0 0 0 02 , .n m n n n q n n m nx x x x x x x x x x x x                          (8) 

故 lim 0n n m nx x    ，所以 nx 为柯西列。即  s
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lim 0n n nx Tx   ，由(7)(9)式可得   n n nx y z 均强收敛于   0F T xP 。 

定理 3.2 设 C 是实 Hilbert 空间 H 中的非空闭凸子集，且 为非扩张影像。 序列:T C C  F T    nx 和
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n

l n
n n n n n

n n n n

n H

y f x T x

H z H y z x z

x P x

 







  
     
 

 

其中 。则序列

 


 0,1 , 0n n    nx 和 ny 均强收敛于 。 

证明 在定理 2.1 中令
  0F TP x

0, 1nk   ，则上述结论成立。 

注 3.1 由此可见，此文 为[4 等近代 分结果的推广与改进。 
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