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Abstract: In this paper, we propose two numerical methods for a fluid mixture model. The model is usually used to 
describe the tissue deformations. It contains a nonlinear hyperbolic equation and an elliptic equation. The first numerical 
method is the generalized difference method based on linear element function space and piecewise constant function 
space. Numerical experiments show that our scheme is second-order accuracy in space. To eliminate the oscillation near 
the discontinuities, we design a generalized upwind difference method to solve the fluid model. Numerical results show 
that the two methods are effective for the considered fluid mixture model. 
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摘  要：本文针对一类流体混合模型设计了两种数值格式。该流体混合模型是关于可收缩间叶细胞组织变形的

模型,是由非线性的双曲型方程和椭圆型方程组成的混合方程组。第一种方法通过选取试探函数空间和检验函数

空间为一次元函数空间和分片常函数空间,针对光滑情形,得到的广义差分格式具有二阶精度。为消除解在间断

处的数值震荡,我们设计求解该流体混合模型的广义迎风差分格式。数值结果表明两种数值方法对考虑的混合模

型是有效的。 

 
关键词：流体混合模型；广义差分；迎风格式 

1. 引言 

过去几十年里，人们已经很好地把连续介质理论

和固体流体运动变形的原理结合起来，应用于生物学

组织和细胞的研究中。这些研究集中于组织的生长和

建模、力学、非反应混合物的传播以及组织工程学上。

1986 年，Dembo 等人[1]基于反应的内部敏锐流这一概

念，提出了关于可收缩生物聚合体网状系统的物理模

型。1996 年，Manoussaki 等人[2]提出了体外血管网络

构成的一种机械模型。近年，又有不少作者基于人类 

软组织变形建立了其它模型[3,4]，然而数值计算方面的

研究却很少。Lubkin 等人[5]利用带有一步预处理–校

正的有限差分方法来求解输送细胞和纤维的体积分

数及新生物的细胞–纤维态分数。He 等人[6]在带有自

适应网格的圆柱几何体上应用了有限元方法对表面

张力梯度作用下石油液滴的变形进行了数值模拟。

Stastna[7]利用显式有限差分格式计算了其中与时间有

关的情形。 

本文研究的是一维可收缩间叶细胞组织变形的
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数学模型，该模型的建立参见相关文献[1,2,5]。另外

Jiang 等人[8]给出了下面三个假设： 

1) 间叶组织细胞是由水成和细胞纤维状态组成； 

2) 水成状态具有 Stokes 流的特征； 

3) 细胞纤维状态的压力可由相关时间尺度上的

永久变形来消散，而且可当做 Stokes 流来处理。 

在此基础上建立的一维数学模型为： 

 
0, 0 ,

v
x L

t x


   

 


         (1) 

1
0,

p
v

x x

   
    




            (2) 

 2 ln 1
v

M p
x x

         
   0,    (3) 

其中 表示细胞和纤维的体积分数， v 表示细胞纤维

态的速度， 表示牵引系数， 是压力，p  表示收缩

系数， 表示膨胀系数， M 为细胞–纤维分数的粘

性系数，由此可知，0 1  。相关的边界条件如下： 

       

   

0, , 0, 0, , 0,

0, , 0.
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       
   
  
 

 (4) 

利用边界条件(4)，并从方程组(1)~(3)中消去 ，

原方程变为： 

p

 
0, 0 ,

v
x L

t x


   

 


            (5) 

    2 ln
1

v v
M

x x x x

               
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1  


 (6) 

本文的目的是针对上面简化的方程组进行数值

求解，来得到不同方法求解该流体混合模型的有效

性。该方程组是由一个类似对流的双曲方程和椭圆型

方程组成。我们将用广义差分方法求解该问题。此方法

于上世纪 80 年代提出[9]，因为广义差分方法简单，计算

精度高，目前已被广泛应用于计算流体力学中[9-13]。 

本文结构安排如下：第一部分利用广义差分方法

对方程组(5)，(6)进行离散求解，试探函数空间采用一

次元空间，检验函数空间采用分片常数函数空间。给

出了两个不同模型的计算来验证方法的有效性。第二

部分采用广义迎风差分方法对方程组进行求解，同样

给出两个不同模型的数值实验来验证方法的有效性。 

2. 广义差分方法 

本节将采用一次广义差分方法对方程组(5)，(6)

进行求解。 

2.1. 广义差分格式 

首先对区间  0, L 进行剖分 ，节点为： hT

0 1 10 N Nx x x x L       

剖分   1: , , 1,2, ,h i i i iT I I x x i N    ，单元 iI

的长度为： 1, 1,2, ,i i ih x x i N    。再做对偶剖分

hT ，节点为： 

0 1 2 1 20 N Nx x x x L      ， 


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其中  1 2 1 2i ix x x   。现取试探函数空间 为相应

于剖分 的一次元空间， 。与

hU

IhT   0
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所以 hu U  可以唯一表示为
n

h
i

u u  i i ，其中 

 i h iu u x 。因此在单元 iI 上有： 

    1 11h i i i i iu u x x h u x x h      i  

 1 , , 1, 2, ,h i i i iu u u h x I i      N . 

选取检验函数空间为 

  00, ,h h N h iV v x x I x I v I     或 在每个 上为常数 ， 

所以 的基函数可取为： hV

 
1, ,

1, 2, , 1.
0, ,

j

j

j

x I
x j

x I






 
N  


  

对方程(5)两边分别乘以检验函数 j ，然后在区

间  0, L 上积分，可得下面的离散格式： 

 1 1 1 1d 2
j

j j j jI
x v v

t

      


0 
      (7) 
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对(7)式时间导数项采用向前差分离散，可得方程

(5)的全离散格式： 

 1 1 1 1

1

2 j j j j

n n n n n n
j j

t
v v

h    

 
      ,        (8) 

其中 表示时间步长， h 表示这里采用等距剖分。 t

类似地，可得(6)式的广义差分格式： 
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 (9) 

对于边界条件的处理，我们将通过引入虚网格点

来构造二阶精度的格式[14]，从而得到了求解流体混合

模型的广义差分格式。 

因为 0   ，所以易知上式中 v 的系数矩阵是

三对角阵，且是对角占优的，从而椭圆型方程的解 n
jv

存在而且唯一。求出 n
jv 的值代入(8)式即可求出 1n

j
 的

值，求出的 1n
j
 又可代入(9)式求出 1n

jv  。如此循环就

可以把未知量 和 在节点的值全部求出。下节，我

们将基于上面给出的离散格式给出不同模型的数值

结果，从而说明我们格式的有效性。 

v

2.2. 数值例子 

因为此处考虑模型的分析解并不知道，我们将用

半网格原理[15]来说明新构造格式的精度和收敛性。首

先定义 以及 范数： L 2L

     2, max 2h hL h t u i u i    ， 

      2

2 2
1

, 2
N

h h
i

L h t u i u i h


   . 

定义如下的误差比率： 

2

2

h h

h h

u u
r

u u





， 

这里 表示u  或 v ， 表示空间步长为 时的数

值解。如果 趋近于 2 说明格式为一阶精度，如果趋

近于 4 说明格式是二阶精度。 

hu h

r

模型一 

根据 Jiang 的研究[8]，我们取 ，0.5M  0 ，

并且假设考虑的区间为 [0 。相应的边界条件为： , 1]

       0, 1, 0, 0, 1, 0v t v t t t
x x

 
  

 
 

 . 

数值实验一 

对方程 (6)中的其余参数分别取为 1.0 ，

1.0 ，取初值 0 1 2 1 2sin 2π x  。表 1 给出的

是在 0.05T  时刻 和 的误差，其中满足v 2t h  。

从表中可以看出，随着 成倍的增加，N  两种误差范

数均相应减小，而所定义的范数的比率逐渐趋于 4，

另外，观察 的误差范数，也能得到类似的结论。这

表明广义差分方法解模型一是可行的，且使

v

 和 都

达到了二阶精度。 

v

数值实验二 

对于方程(6)取 1.8 ， 1.0 ，初值为： 

0

0.1, 0.65 0.35,

0.5, 0.35 0.65.

x x

x

 
   


或

 

用一次广义差分方法求解的 ，5T  200N  时，

解的图像见图 1 和图 2。从图 1 可以看出，这种取值

下解 在中间位置向上增长，但 的解随着时间发展

在间断处出现了很大的震荡。另外，从图 2 可以看到，

由于 在间断出现了较大的震荡，导致 v 的解也出现

了一些震荡，这与实际情况不符合。其中图中的虚线

表示初始值，实线表示T 1, 2,3,4 中间时刻解的情况，

点线表示 5T  时的解。这表明广义差分法不能消除

解在间断处的震荡。为了能够对两个相邻组织进行真

实数值模拟，我们将在第二节构造适合求解间断问题

的数值格式。 

模型二 

此模型中取 0.5M e  ， e  。 

数值实验三 

对方程(6)中其它的参数分别取为 2.0 ， 1.0 ， 
 

Table 1. Error norms of θ and v using generalized difference 
method at T = 0.05 

表 1. T = 0.05 时，广义差分方法得到的 θ和 v 的误差范数 

θ v 
N 

L∞范数 L2 范数 L∞范数 L2 范数 

40 6.3769e–004 2.9506e–004 1.8009e–004 1.1243e–004

80 1.6427e–004 7.6023e–005 4.3977e–005 2.8012e–005

160 4.1326e–005 1.9155e–005 1.0936e–005 7.0304e–006

320 1.0340e–005 4.8010e–006 2.7447e–006 1.7735e–006
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Figure 1. The change of θ at T = 5 and N = 200 
图 1. T = 5，N = 200 时，θ的变化 

 

 

Figure 2. The change of v at T = 5 and N = 200 
图 2. T = 5，N = 200 时，v 的变化 

 

初值为 0 1 3 1 4sin 2π x  。边界条件为： 

       0, 1, 0, 0, 1, 0v t v t t t
x x

 
   

 
 

. 

表 2 给出的是在 时刻0.05T   和 v的误差，其

中满足 。从表中可以看出，随着 成倍的增加，2t h  N

 两种误差范数均相应减小，而所定义的范数的比率

逐渐趋于 4，另外，观察 的误差范数，也能得到类

似的结论。这表明广义差分方法解模型一是可行的，

且使

v

 和 v都达到了二阶精度。 

3. 广义迎风差分方法 

为了求解初值间断问题，本节将采用一次广义迎

Table 2. Error norms of θ and v using g
meth  T = 0.05 

风差分方法对方程(5)进行求解。 

eneralized difference 
od at

表 2. T = 0.05 时,广义差分方法得到的 θ和 v 的误差范数 

θ v 
N 

L∞范数 L2 范数 L∞范数 L2 范数 

40 1.  6.  2. 4 1. 44930e–4 8390e–5 5259e–00 3447e–00

80 3.9073e–5 1.7835e–5 6.1802e–005 3.2485e–005

160 9.8752e–6 4.5064e–6 1.5287e–005 7.9692e–006

320 2.4820e–6 1.1304e–6 3.7802e–006 1.9694e–006

 

.1. 广义迎风差分格式 

元函数空间 为对应

于对

3

对于第二节的剖分，设有限 hU

偶剖分 hT 的一个分片常函数空间。则对任意的

h hU 有下面的表达式： h i i 
n

i

  ，其中 

1, ,x I
( ) 0,1, 2, ,

0, ,
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j

j

x j N
x I




 


 , 
 

   ,h j jx t t 显然 。在方程(5)两边分别乘以任

意的 j hU ,并且在 [0, L]上积分有： 

d d
j j j

h h
j j hI I I

d 0j x
t x x

  

  v
x v x


   

    
 

  . 

由格林公式可得 

   d
j j

h
j h jI I

v x v
x

 

 


    , 

其中 jI  表示对偶单元 jI  的边界。根据迎风格式的方

法，当 0j  时，有 v

   1d
j j

h
j h j j j jI I

x v v
x


      


  
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当 0jv  时，有 

   1d
j j

h j h j j j jI I
v x v v

x
  


 




     . 

t设 是时间步长，利用向前差分公式可得全离散

的广义迎风格式： 

   

   

1n n nv 
1 1

1
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j j j j j

v v v
t h h

v
v v v

t h h

 



 

     
 


       


 

  
 

(10) 

结合离散格式(9)，就可以对考虑的流体混合模型

进行求解，其中对边界条件的处理按照与第二节同样

 
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的方

3.2. 数值例子 

然使用半网格原理来说明广义迎风

效性。 

研究[8]，我们取 ，

式，数值算法与广义差分格式的类似。下面我们

将用广义差分方法的数值实验来说明推导出的广义

迎风格式的有效性和精度。 

本节我们仍

格式的有

模型一 

根据 Jiang 的 0.5M  0 ，

并且 的区间为 。相  假设考虑 [0, 1] 应的边界条件为：

       0, 1, 0, 0, 1, 0v t v t t t
x x


 




 


 




数值实验四 

对方程 (6)中的其余参数分别取为 1.0 ，

1.0 ，取初值  0 1 2 1 5sin 2πx  。表 的3 给出

是在 0.05T  时刻 和 v的误差，其中 t

表中可以 增加，

满足 从

，随 成倍的

h  。

看出 着 N  两种误差范数

小， 所 义的范数的比率逐 于 2，另

外，观察 v 的误差范数，也能得到类似的结论。这表

明广义迎风差分方法解模型一是可行的，且使

均相应减 而 渐定 趋

 和 v

都达到了一阶精度。 

数值实验五 

对于方程(6)取 1.8 ， 1.0 ，初值为： 

用一次广义差分方法求解的 时解

的图像见图 3 和图 4。 

0 0.5, 0.35 0.

0.1,
 

0.65 0.35,

65.

x x

x

 
 

或
 

5T  ， 200N 

从图 3 可以看出，这种取值下解 在 置向

上增长，但

中间位

 的解随着时间发 没有出现

数值

表 3. T = 0.05 时,广义差分方法得到的 θ和 v 的误差范数 

θ v 

展在间断处并

v震荡。另外，从图 4 可以看到， 的解也没有出

现非物理的震荡，这与实际情况基本一致。其中图中 

 
Table 3. Error norms of θ and v using generalized difference 

method at T = 0.05 

N 
∞ 2 ∞范数 2L 范数 L 范数 L  L 范数 

40 7.5719e–004 3.9250e–004 3.6020e–004 1.7796e–004

80 3. 4 1. 4 2. 4 1. 47693e–00 9702e–00 8765e–00 4722e–00

160 1.8920e–004 9.8728e–005 1.6830e–004 8.7304e–005

320 9.4605e–005 4.9424e–005 8.9982e–005 4.6959e–005

 

Figure 3. The change of θ at T = 5 and N = 200 
图 3. T = 5，N = 200 时，θ的变化 

 

 

Figure 4. The change of v at T = 5 and N = 200 
图 4. T = 5，N = 200 时，v 的变化 

 

的虚线表 时刻解

情况，点线表示

示初始值，实线表示 1, 2,3, 4T  中间

的 5T  时的解。这表明我们构造的

处的震荡

行数

广义迎风差分法能消除解在间断 ，适合对两

个邻近的细胞组织进 值模拟。 

模型二 

此模型中取 0.5M e  , e  。 

六 

其它的 数分别取为

数值实验

对方程 (6)中 参 2.0 ，

1.0 ，初值为 0 1 3 1 4sin(2π )x  。边 ： 界条件为
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T ifference 

表 4. 广义差分方法得到的 θ和

able 4. Error norms of θ and v using generalized d
method at T = 0.05 

 T = 0.05 时, v 的误差范数 

参考文献 (References) 

θ v 
N 

L∞范数 L2 范数 L∞范数 L2 范数 

40 2.4098e–004 1.2476e–004 2.7195e–004 1.4290e–004

80 1.1958e–004 6. 5 7. 5 3.2457e–00 7477e–00 8577e–005

160 5.8638e–005 3.0999e–005 2.4488e–005 1.1629e–005

320 2.8928e–005 1.5410e–005 8.7890e–006 4.0442e–006

 

       0, 1, 0, 0, 1, 0v t v t t t
x x

 



   . 

 

表 4 给出的是取不同的空间步长和时间步

用广义迎风差分格式得到的数值实验六的误差结果。

从表

长时，

中我们可以看出，当 t h  时，随着空间步长和

时间步长都几乎变为原来的一半，相应解的误差范数

都变为原来的1 2 ，这说明 度为  O t h  。 

4. 结论 

解的精

本文针对

察细胞组织

混合流体模型，设计了两种数值格式考

的变形，数值结果表明，标准的广义差分

格式

自然科学基金(11071123)以及江苏

金(BK2009397)的资助。 
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