
International Journal of Mechanics Research 力学研究, 2022, 11(4), 90-109 
Published Online December 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/ijm 
https://doi.org/10.12677/ijm.2022.114011   

文章引用: 贾普荣, 王波. 基于调和函数的复合材料弹性力学解析[J]. 力学研究, 2022, 11(4): 90-109.  
DOI: 10.12677/ijm.2022.114011 

 
 

基于调和函数的复合材料弹性力学解析 

贾普荣1，王  波2 
1西北工业大学力学与土木建筑学院，陕西 西安  
2西北工业大学航空学院，陕西 西安 
 
收稿日期：2022年11月21日；录用日期：2022年12月5日；发布日期：2022年12月30日 

 
 

 
摘  要 

本文按照实变函数分析理念推导出复合材料弹性力学偏微分方程的通解，利用坐标变换法与调和函数求

解各向异性板应力边值问题。通过典例阐明解决弹性力学应力边值问题的具体办法。为了满足给定应力

边界条件要求，必须选择合适的调和函数，进而推导出各向异性材料确切的应力场表达式。 
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Abstract 
In this paper, based on the analytic conception of real variable function, the general solution of the 
partial derivative equation has been determined on the elastic mechanics for composite materials. 
By the method of the coordinate transition and the use of the harmonious functions, some stress 
boundary problems of the anisotropic plate are solved. The practical course to solve the boun-
dary problem of elastic mechanics can be proved clearly from several typical examples. By way 
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of selecting reasonable harmonious functions in order to satisfy the needs of the given stress 
boundary conditions, the specific formulae of the stress fields are derived for the anisotropic ma-
terials. 
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1. 引言 

复合材料已成为本世纪关键工程结构的主导材料，尤其在航空宇航领域具有广泛的应用潜力。伴随

着尖端工程技术需求，先进复合材料结构力学领域的深入研究更加重要。鉴于先进复合材料的工程应用

日益扩大，复合材料弹性力学的理论发展显得更加突出，常用复变函数法解决复合材料弹性力学平面问

题已获得显著结果[1] [2] [3] [4] [5]。为了全面探讨复合材料弹性力学边值问题的求解方法和研究思路，

采用实函数分析方法求解各向异性板受力边值问题作为充实弹性理论研究的必要途径。一般弹性力学书

籍中都以实变函数为基础解决有关偏微分方程[6] [7]，主要是应用双调和函数求解典型边值问题。对于正

交异性材料平面应力问题的实变函数解法已有研究论述[8]，其求解方法就是利用坐标变换将偏微分方程

转化为调和方程与参数方程，再选择恰当的调和函数能够满足给定边界条件。本文针对各向异性材料采

用实变函数分析法求解弹性力学应力边值问题，借鉴弹性力学书籍中有关直角坐标和极坐标的基础理论

和求解方法，并举例说明不同类型边界条件下的典型调和函数选择及其详细解题过程，以便于推广应用。 

2. 复合材料弹性力学的基本方程 

为了叙述清楚，先将有关基础理论列举出来。众所周知，解决弹性力学问题基本方法主要从三个方

面考虑：静力学、几何学和物理学。通常用应力分量作为基本变量求解平面应力边值问题，静力平衡的

偏微分方程为(忽略体力)： 

0, 0xy xy yx

x y x y
τ τ σσ ∂ ∂ ∂∂

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

                             (1) 

这组偏微分方程的通解可用应力函数 ( ),F x y 表示，应力分量可表达为： 
2 2 2

2 2, ,x y xy
F F F

x yy x
σ σ τ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂∂ ∂

                          (2) 

物体内各点的相对位移产生应变，平面中一点的三个应变分量 , ,x y xyε ε γ 可由两个位移分量 ( ),u x y 和

( ),v x y 而确定，即所谓的几何方程： 

, ,x y xy
u v v u
x y x y

ε ε γ∂ ∂ ∂ ∂
= = = +
∂ ∂ ∂ ∂

                            (3) 

由此推出三个应变必须满足相容条件，也就是应变协调方程： 
2 22

2 2
y xyx

x yy x
ε γε ∂ ∂∂

+ =
∂ ∂∂ ∂

                                  (4) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/ijm.2022.114011
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


贾普荣，王波 
 

 

DOI: 10.12677/ijm.2022.114011 92 力学研究 
 

常见复合材料薄板的宏观力学性能可视为均匀各向异性材料特征，其板内的弹性力学分析可按照平

面应力状态处理。为了便于复合材料力学分析，主要考虑面内形变的物理学性能。在平面应力状态下，

各向异性材料的物理方程为： 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

a a a

a a a

a a a

ε σ σ τ

ε σ σ τ

γ σ σ τ

= + +


= + + 
= + + 

                              (5) 

式中：各个常数 ija 为参考坐标系 ( ),x y 下各向异性材料的柔度系数。 
将应力分量表达式(2)代入物理方程(5)，再将所得的应变分量代入协调方程(4)，由此可导出求解一般

复合材料平面应力问题的基本方程为： 
4 4 4 4 4

4 3 2 2 3 4 0F F F F FA B C D
y x y x y x y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                      (6) 

式中： 16 66 12 26 22

11 11 11 11

2 2 2
, , ,

a a a a aA B C D
a a a a

+
= − = = − = 。 

基本方程(6)是一个常系数齐次线性偏微分方程，应力函数 ( ),F x y 为实函数，可根据给定边值问题

选择合适的函数类型，以便求得具体问题的解答。根据几何方程与物理方程，可将平面变形利用应力函

数表示为： 
2 2 2

11 12 162 2

2 2 2

12 22 262 2

2 2 2

16 26 662 2

x

y

xy

u F F Fa a a
x x yy x
v F F Fa a a
y x yy x
v u F F Fa a a
x y x yy x

ε

ε

γ

∂ ∂ ∂ ∂
= = + − ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ = = + − 
∂ ∂ ∂∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = + −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

                       (7) 

通过上式就可利用设定的应力函数确定出平面变形及其位移，在此不做赘述。    
根据应力边界条件确定应力函数过程中，通常要利用应力状态转换关系式以便简化应力分析。根据

弹性力学中的应力状态分析，直角坐标 x y− 与极坐标 r θ− 之间的应力分量转化关系为：    

( )

2 2

2 2

cos sin sin 2

sin cos sin 2

sin cos cos 2

r x y xy

x y xy

r y x xy

θ

θ

σ σ θ σ θ τ θ

σ σ θ σ θ τ θ

τ σ σ θ θ τ θ

= + +
= + − 


= − + 

                          (8) 

( )

2 2

2 2

cos sin sin 2

sin cos sin 2

sin cos cos 2

x r r

y r r

xy r r

θ θ

θ θ

θ θ

σ σ θ σ θ τ θ

σ σ θ σ θ τ θ

τ σ σ θ θ τ θ

= + −
= + + 


= − + 

                         (8*) 

下面利用以上基本公式进行各向异性材料应力边值问题的弹性力学解析，包括直角坐标和极坐标的

变量转换与参数确定，求解基本方程并确定应力表达式。 

3. 基于变量转换的应力分析    

3.1. 含参数的坐标变换及偏导数 

在解决弹性力学边值问题时要合理建立坐标系以便满足边界条件，一般按照直角坐标与极坐标的关
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系建立坐标变换法。在讨论基本方程解答时，通常以原坐标系 x y− 为基础，再构建新的坐标系 X Y− ，

如图 1 所示。引入两个待定参数 ,g h ，且令 0h > ，新坐标与原坐标之间的变换关系确定为： 
cos sin cos

sin sin
X x gy r gr L
Y hy hr L

θ θ β
θ β

= + = + = 
= = = 

                          (9) 

由此便可导出以下结果： 

( )

( )

22 2 2 2 2 2 2

2 2 2

,
tantan , cos sin sin

1 tan

X Y L x gy h y r L r
Y h g h
X g

λ λ
θβ λ θ θ θ
θ

+ = = + + = =



= = = + + + 

                 (10) 

 

 
Figure 1. Sketch map showing the coordinate axes 
图 1. 坐标轴示意图 

 

新坐标下的变换关系式为： 

2 2 , arctan YL X Y
X

β= + =                             (11) 

因此，可推导出新坐标中的偏微分表达式如下：  
sin coscos , sin , ,L X L Y

X L Y L X L Y L
β β β ββ β∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = − =
∂ ∂ ∂ ∂

 

在新坐标系下，函数 ( ),U X Y 的偏导数公式为： 
sincos

cossin

U U L U U U
X L X X L L
U U L U U U
Y L Y Y L L

β ββ
β β

β ββ
β β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                      (12) 

再求出函数的二阶偏导数：       
2

2

2 2 2
2 2

2 2 2

sin sincos cos

1 1 sin 2 1cos sin

U U U
L L L LX

U U U U U
L L L L LL L

β ββ β
β β

ββ β
β ββ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − −  ∂ ∂ ∂ ∂∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

    

2

2

2 2 2
2 2

2 2 2

cos cossin sin

1 1 sin 2 1sin cos

U U U
L L L LY

U U U U U
L L L L LL L

β ββ β
β β

ββ β
β ββ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ ∂∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − −   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

    

2

2 2 2

2 2 2

sin coscos sin

sin 2 1 1 cos 2 1
2

U U U
X Y L L L L

U U U U U
L L L L LL L

β ββ β
β β

β β
β ββ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + −   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   
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显然有：    
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

1 1U U U U UU
L LX Y L L β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + = + +

∂∂ ∂ ∂ ∂
       

如果选取函数 ( ),U X Y 为调和函数，则满足下列调和方程：       
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

1 1 0U U U U UU
L LX Y L L β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + = + + =

∂∂ ∂ ∂ ∂
                      (13) 

由此可将调和函数 ( ),U X Y 的二阶偏导数表达为：       
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

sin 2 1cos 2

cos 2 1sin 2

U U U U U
L L LX Y L

U U U U
X Y L L LL

ββ
β β

ββ
β β

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = + −  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂  


 ∂ ∂ ∂ ∂ = + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

                   (14) 

3.2. 微分方程求解与应力函数    

对于应力边值问题，通常利用应力函数 ( ),F x y 求解相关方程并确定出应力分量。按照图 1 所示的两

个坐标系，可将原坐标系的函数 ( ),F x y 转换成新坐标系函数 ( ),U X Y 。先确定两类函数具有以下的对等

关系：         

( ) ( ) ( ), , ,U U X Y U x gy hy F x y F= = + = =  

为了便于求解偏微分方程(6)，选择新坐标 X Y− 中的函数 U 为调和函数，即令：    
2 2

2 2 0U U
X Y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

           

按照求导法则推导出原坐标系应力函数 ( ),F x y 的偏导数变换关系式如下：    

,F U X U Y U F U X U Y U Ug h
x X x Y x X y X y Y y X Y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
    

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2

,

2

F U F U Ug h
x y X Yx X X

F U U Ug gh h
X Yy X Y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 


∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

                         (15) 

显然就会导出应力函数对应的调和方程具有以下形式：    

( )
2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 22 0F F F U Ug g h h

x yy x X Y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + = + = ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
                    (16) 

把二阶偏导数代入式(2)，可将原坐标平面内的应力用调和函数 U 表示为：    

( )
2 2

2 2
2

2 2 2

2 2

2

,

x

y xy

U Ug h gh
X YX

U U Ug h
X YX X

σ

σ τ

∂ ∂
= − + ∂ ∂∂


∂ ∂ ∂ = = − − ∂ ∂∂ ∂ 

                          (17) 

利用上面的导数公式可求出四阶偏导数表达式为：       
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( )
4 4 4 4 4

2 2
4 4 2 2 4 3, 2F U F U Ug h gh

x X x y X X Y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( )
4 4 4 4 4 4

3 2 2 3
3 4 3 3 4 3, 3 3F U U F U Ug h g gh g h h

x y X X Y x y X X Y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    

( ) ( )
4 4 4

4 2 2 4 2 2
4 4 36 4F U Ug g h h gh g h

y X X Y
∂ ∂ ∂

= − + + −
∂ ∂ ∂ ∂

       

将以上偏导数表达式代入基本方程(6)，可转变该方程为如下形式：    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

4
4 2 2 4 3 2 2 2

4

4
2 2 2 3

3

6 3

4 3 2 0

Ug g h h A g gh B g h Cg D
X

Ugh g h A g h h Bgh Ch
X Y

∂ − + + − + − + +  ∂
∂ + − + − + + =  ∂ ∂

                (18) 

显而易见，上列四阶偏微分方程则可转化为求解两个参数 ( ),g h 的特征方程组：    

( ) ( )
( ) ( )

4 2 2 4 3 2 2 2

2 2 2 2

6 3 0

4 3 2 0

g g h h A g gh B g h Cg D

h g g h A g h Bg C

− + + − + − + + = 


 − + − + + =   

                  (19) 

两个方程联立求解就可确定出特征值 ( ),g h 。也可利用复数运算法则 ( )2 1i = − ，把两个实参数方程(15)
合并为一个复代数方程：       

( ) ( )
( ) ( )

4 2 2 4 3 2 2 2

2 2 2 2

6 3

4 3 2 0

g g h h A g gh B g h Cg D

ih g g h A g h Bg C

− + + − + − + +

 + − + − + + = 
       

该方程可转化为：    

( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 0g ih A g ih B g ih C g ih D+ + + + + + + + =                     (20) 

显然，可用单一复数( z g ih= + )表达出上列的特征方程，即为：       
4 3 2 0z Az Bz Cz D+ + + + =        

因此，就需根据一元四次方程求根公式计算两个实参数 ( ),g h 的确切值。    
对于某些典型应力边值问题，采用极坐标函数求解更为简便。通常将调和函数 U 用极坐标变量 ( ),L β

给定，即为： ( ),U U L β= 。所以将表达式(14)代入式(17)，确定出应力分量，既用极坐标变量表示如下： 

( )

( )

2
2 2

2

2
2 2

2

cos 2 2 sin 2

1 1sin 2 2 cos 2

x
Ug h gh
L

U Ug h gh
L LL

σ β β

β β
β β

∂ = − +  ∂
 ∂ ∂ + − − −   ∂ ∂ ∂ 

                  (21) 

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

1 1cos 2 sin 2

1 1cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

y

xy

U U U
L LL L

U U Ug h h g
L LL L

σ β β
β β

τ β β β β
β β

 ∂ ∂ ∂
= + −  ∂ ∂ ∂∂   


 ∂ ∂ ∂ = − + + − − ∂ ∂ ∂∂  

          (21*) 

3.3. 基本方程解析与参数计算    

复合材料弹性力学平面问题可归结为求解偏微分方程(6)，并根据应力边界条件确定应力函数。基本
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方程中的常系数 , , ,A B C D 取决于复合材料柔度参数，根据常用复合材料类型可简化求解偏微分方程以及

确定特征参数。       

3.3.1. 正交异性材料       
工程结构中复合材料通常为薄板形式，且呈现出正交异性材料力学特点。对于正交异性材料，平面

应力状态下的柔度系数 ija 与工程弹性常数的关系为：    

12
11 22 12 66 16 26

1 2 1 12

1 1 1, , , , 0a a a a a a
E E E G

µ
= = = − = = =     

因而可求得常系数 , , ,A B C D 如下：    

66 12 1 22 1
12

11 12 11 2

2
0, 2 ,

a a E a EA C B D
a G a E

µ
+

= = = = − = =     

代入方程(20)后就变成：     

( ) ( )4 2 0g ih B g ih D+ + + + =        

则可利用代数方程求根公式，解得：    

( ) ( )2 2 2 212 4
2

g hi g h ghi B B D+ = − + = − ± −                       (22) 

对于上式的解答可按两类情况分析。       
第 1 类情况( 2 4B D> )，可取 0, 0g h= > ，由式(22)解出两个正根为：    

2 2

1 2,
2 4 2 4
B B B Bh D h D= + − = − −                         (23) 

因此可将调和函数 U 表示为：       

( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2, ,U U U U X Y U X Y= + = +  

式中： 1 2 1 1 2 2, ,X X x Y h y Y h y= = = = 。 

第 2 类情况( 2 4B D< )，由复数表达式(22)分解出实部和虚部，即有：    
2

2 2 , 2
2 4
B Bg h gh D− = − = ± −        

两式联合求解( 0h > )，可得：       

1,2 ,
2 4 2 4
D B D Bg h= ± − = +        

由此可确定出两组实根为：    

1 1

2 2

,
2 4 2 4

,

D B D Bg g h h

g g h h


= = − = = +

= − = 

                        (24) 

因此可将调和函数 U 表示为：       

( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2, ,U U U U X Y U X Y= + = +        

式中： 1 1 2 2, , ,X x gy Y hy X x gy Y hy= + = = − = 。  
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3.3.2. 各向异性材料       
通常复合材料在参考坐标下呈现出各向异性力学特性，因而弹性力学基本方程中的材料常数就会有

任意性。对于不同性能的复合材料，需要按照特征方程(19)或公式(20)求解出实参数( ,g h )的相应数值。

下面针对方程组(19)讨论特征值的求解方法。    
假如令 0h = ，则方程组(19)就变成单一参数方程：         

4 3 2 0g Ag Bg Cg D+ + + + =        

可按一元四次方程的求根公式计算出实数 g，这里不必讨论。一般地按 0h ≠ 进行讨论，由复数四次

方程式(20)确定两个实参数。    
《计算举例》选取常数为： 1, 3, 2, 8A B C D= = = =        
则式(20)变为：                

( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 2 8 0g ih g ih g ih g ih+ + + + + + + + =                      (25) 

根据四次方程求解方法可确定出两个参数的真实值，计算结果为：    

1 1 2 20.6055, 1.4924, 1.1055, 1.3645g h g h= = = − =        

由此可确定出坐标转换关系为：       

1 1 1 10.6055 , 1.4924X x g y x y Y h y y= + = + = =        

2 2 2 21.1055 , 1.3645X x g y x y Y h y y= + = − = =        

按极坐标确定的转换关系为：    

( )2 2
1 1

1.4924 tantan , cos 0.6055sin 2.2273sin
1 0.6055 tan

θβ λ θ θ θ
θ

= = + +
+

    

( )2 2
2 2

1.3645 tantan , cos 1.1055sin 1.8619sin
1 1.1055 tan

θβ λ θ θ θ
θ

= = − +
−

    

以上说明了运用求解特征方程而得到特征参数 ( ),g h 的方法，且将 h 取为正值，确定出两组实参数

( )1 1,g h ， ( )2 2,g h 。因此，新坐标 ( )X Y− 与原坐标 ( )x y− 之间的转换关系就有两组可用于求解具体应力

边值问题。两组坐标转换关系为：    

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

cos sin , sin
cos sin , sin

X x g y r g r Y h y h r
X x g y r g r Y h y h r

θ θ θ
θ θ θ

= + = + = = 
= + = + = = 

                   (26) 

因此可用两个调和函数 1U 与 2U 表示应力函数 ( ),F x y 如下：       

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , ,F U X Y U X Y U x g y h y U x g y h y= + = + + +        

4. 典型应力边值问题解析    

前面叙述了求解复合材料弹性力学平面问题的基本理论，确定了基本方程的求解方法及其相关参数

计算过程。下面就讨论复合材料应力边值问题的具体解析办法，通过构造恰当的调和函数解决几个典型

的各向异性板应力边值问题。    

4.1. 楔形体顶端承受集中力    

对于各向异性材料弹性力学问题的解答归结为选择合理的调和函数以适应具体边界受力状态。为了

说明具体问题求解过程，考虑一块单位厚度的楔形平板在顶端受到横向集中力 Q 作用，如图 2 所示。本
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例求解主要满足两条斜边面的自由条件，即考虑的应力边界条件为(两条斜边的张角为 2α )：       

( )0, 0rθ θσ τ θ α= = = ±        

 

 
Figure 2. Wedge body subjected to a concentrated force 
and coordinate system 
图 2. 楔形体承受集中力及坐标系  

 
根据前面介绍的坐标变换求解方法，需要选择适合本例的调和函数 ( ),U X Y 以便满足应力边界条件。

首先考虑的函数形式表示如下：       

2 2 2 2
0 0 0ln arctan ln arctanY YU A X X Y Y B Y X Y X

X X
   = + − + + +   
   

            (27) 

求其偏导数并化简可得：    

( )
2

2 20 0 0 0
0 0 2 2 2ln 1 arctan ,

U U A X B YYA X Y B
X X X X Y

∂ ∂ −
= + + + =

∂ ∂ +
 

( )
2

2 20 0 0 0
0 0 2 2 2arctan ln 1 ,

U U A X B YYA B X Y
Y X Y X Y

∂ ∂ − +
= − + + + =

∂ ∂ +
 

显然容易获得下列的调和方程：       
2 2

20 0
02 2 0

U U
U

X Y
∂ ∂

+ = ∇ =
∂ ∂

 

2 2 2 2 2
0 0ln arctan ln arctan 0Y YA X X Y Y B Y X Y X

X X
    ∇ + − + + + =        

 

由此说明式(27)表达的函数类型是 X Y− 坐标面内的调和函数。由于单一函数难以满足调和方程，就

利用不同类型基本函数进行适当组合，便于构造出新的调和函数。    
根据式(26)给出的两组坐标转换关系和式(27)确定的调和函数类型，可将应力函数 ( ),F x y 表达成两

组调和函数之和(叠加法)，即为：       

1 2F U U= +                                      (28) 

2 2 2 21 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

ln arctan ln arctan

ln arctan ln arctan

Y YU A X X Y Y B Y X Y X
X X

Y YU A X X Y Y B Y X Y X
X X

   
= + − + + +    

    


   = + − + + +      

         (28*) 
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即满足调和方程：       
2 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

0, 0
U U U U
X Y X Y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

利用前面推导的应力表达式(17)，并按照叠加法可将应力表示为：       

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 21 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22 2

1 1 2 21 2
2 2

1 2
2 2

1 2
2 2 2 2

1 1 2 2
1 1 2 22 2

1 1 2 21 2

2 2x

y

xy

U U U Ug h g h g h g h
X Y X YX X

U U
X X

U U U Ug h g h
X Y X YX X

σ

σ

τ

∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

∂ ∂ = + 
∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ = − − − −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

              (29) 

把式(28)的函数求二阶偏导数后代入上式，再化简可得应力表达式为：       

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

x

A g A h B g h X A g h B g B h Y

X Y

A g A h B g h X A g h B g B h Y

X Y

σ
− + + − +

=
+

− + + − +
+

+

       

1 1 1 1 2 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

y
A X B Y A X B Y

X Y X Y
σ

− −
= +

+ +
       

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

xy

A g B h X A h B g Y A g B h X A h B g Y
X Y X Y

τ
+ + − + + −

= − −
+ +

    

再将式中新坐标变量代换成原坐标变量 ( ),x y ，经组合后得到原坐标的应力表达式：   

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2
1 2 1 1 3 4 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2
2 1 1 1 4 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x

y

xy

C x C g h y C x C g h y

x g y h y x g y h y

A x A g B h y A x A g B h y

x g y h y x g y h y

C x A g h y C x A g h y

x g y h y x g y h y

σ

σ

τ

+ + + + = +
+ + + +

+ − + − = + 

+ + + + 


+ + + + 
= − − 

+ + + + 

                     (30) 

式中： 
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 ,

2 ,

C A g A h B g h C A g B h

C A g A h B g h C A g B h

= − + = +

= − + = +
                     (30*) 

亦可用极坐标变量 ( ),r θ 将应力表示为：       

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 2 1 1 3 4 2 2

2 2
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2

1 2

2 2 2 2
2 1 1 1 4 2 2 2

2 2
1 2

cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos sin cos sin

x

y

xy

C C g h C C g h

r r
A A g B h A A g B h

r r

C A g h C A g h

r r

θ θ θ θ
σ

λ λ
θ θ θ θ

σ
λ λ

θ θ θ θ
τ

λ λ

+ + + +
= +



+ − + − = + 

+ + + + = − − 

               (31) 
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式中：  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
1 1 1 2 2 2cos sin sin , cos sin sing h g hλ θ θ θ λ θ θ θ= + + = + +     

应力表达式中包含的待定常数取决于加载与边界条件，而应力边界条件按照极坐标更易表达清楚。

因此需要利用直角坐标与极坐标之间的应力分量转化关系式(8)确定出极坐标下的应力分量。首先将环向

正应力和切应力进行转化，可得：       

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 1 3 4 2 22 2
1 2

2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 22 2
1 2

2 2
2 1 1 12

1

sin cos sin 2

sin sincos sin cos sin

cos coscos sin cos sin

sin 2 sicos sin

x y xy

C C g h C C g h
r r

A A g B h A A g B h
r r

C A g h
r

θσ σ θ σ θ τ θ

θ θθ θ θ θ
λ λ

θ θθ θ θ θ
λ λ
θ θ θ

λ

= + −

   = + + + + +   

+ + − + + −      

 + + + +  ( )2 2
4 2 2 22

2

n 2 cos sinC A g h
r

θ θ θ
λ

 + + 

    

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 12

1

2 2
2 3 2 2 2 2 4 2 4 22

2

2 2 2 2
2 1 1 1 4 2 2 22 2

1 2

sin cos cos 2

sin cos cos sin

sin cos cos sin

cos 2 cos 2cos sin cos sin

r y x xy

A C A g B h C g C h
r

A C A g B h C g C h
r

C A g h C A g h
r r

θτ σ σ θ θ τ θ

θ θ θ θ
λ
θ θ θ θ
λ
θ θθ θ θ θ

λ λ

= − +

 = − + − − − 

 + − + − − − 

   − + + − + +   

    

对两个应力表达式进行合并同类项，再经化简后的结果如下：       

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 cos sin

1 ) in cosr

A A A g B h A g B h
r

A A A g B h A g B h
r

θ

θ

σ θ θ

τ θ θ

= + + + + +  

= + − + + +  

                  (32) 

为了满足图 2 所示楔形体两条斜边无面力的自由条件，显然可令： 0, 0rθ θσ τ= = 。因此由上式可确

定出几个常数相适应的关系式为：       

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 40, 0A A A g B h A g B h C C+ = + + + = + =        

即有：       

( )2 1 4 2 1 2 1 1 1 2 2, ,A A C C A g g B h B h= − = − − = +                       (33) 

下面再考虑楔形体的静力平衡条件。按照图 2 所示的楔形体坐标与角度可知，斜边的方程为：

tany x α= ± 。沿 x 轴向任取一个横截面 x ，该截面的两个端点为 dy 与 uy ，既有： tandy x α= − ，

tanuy x α= 。现对截面左侧部分列出静力平衡方程如下：    

( ) ( )

( ) ( )

tan

tan

tan

tan

, d , d 0

, d , d

u

d

u

d

y x
x xy x

y x
xy xyy x

x y y x y y

x y y x y y Q

α

α

α

α

σ σ

τ τ

−

−

= = 

= =


∫ ∫

∫ ∫
                         (34) 

再将式(30)的应力表达式代入积分中，则有：       

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2
tan 1 2 1 1 3 4 2 2

2 2 2 2tan
1 1 2 2

d 0
x

x

C x C g h y C x C g h y
y

x g y h y x g y h y
α

α−

 + + + +
 + =
 + + + + 

∫        
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2
tan 2 1 1 1 4 2 2 2

2 2 2 2tan
1 1 2 2

d
x

x

C x A g h y C x A g h y
y Q

x g y h y x g y h y
α

α−

 + + + +
 − − =
 + + + + 

∫        

对各项进行积分，可得：       

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

tan2 2 2 2
1 1 1 2 2 23 4 21 2 1

1 1 2 2

2 2 2 2
2 1 1 4 2 2 tan

arctan arctan
0

ln ln

y x

y x

g x g h y g x g h yC C gC C g
h h x h h x

C x g y h y C x g y h y

α

α

=

=−

+ + + +−−
+

=

+ + + + + +

    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

tan2 2 2 2
1 1 1 2 2 22 1 1 4 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 tan

arctan arctan

ln ln

y x

y x

g x g h y g x g h yC A g C A g
h h x h h x Q

A x g y h y A x g y h y

α

α

=

=−

+ + + +− −
+

= −

+ + + + + +

    

注意到几个常数之间具有下列关系式：       
( ) ( )1 2 1 1 1 1 1 1 3 4 2 2 2 2 2 2

2 1 1 1 1 4 2 2 2 2 4 2 2 1

,
, , ,

C C g B g A h h C C g B g A h h
C A g B h C A g B h C C A A

− = − − = −

− = − = = − = −
    

因而可将上列两个定积分的结果表示为：       
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 3

1 1 2 2 1 3

0B g A h B g A h A g B h
B B A Q

ϖ ϖ ϖ
ϖ ϖ ϖ

− + − + + = 


+ + = − 
                   (35) 

式中： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1
1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2
2 2
2 2 2 2

1 1 2 2
3 2 2 2 2

1 1 2 2

tan tan
arctan arctan

tan tan
arctan arctan

1 tan tan 1 tan tan1 1ln ln
2 21 tan tan 1 tan tan

g g h g g h

h h
g g h g g h

h h
g h g h

g h g h

α α
ϖ

α α
ϖ

α α α α
ϖ

α α α α

+ + − +
= −

+ + − + = − 

+ + + +
= −
− + − + 

            (35*) 

再利用式(33)的常数关系，即：       

1 1 2 2
2 1

1 2

B h B hA A
g g
+

= − =
−

 

将其代入常数方程组(35)后，就可求解出 1 2,B B ，再返回上式求得 1 2,A A ，从而确定出四个常数表示

如下： 

1 2 1 1 2 2 2 3, ,A A Q B Q B Qη η η η= − = = =                         (36) 

式中： 

( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )
( )

1 2 3
1

1 2 1 2 3 1 2 3 3

2 1
2

1 2 1 2 3 1 2 3 3

2 2
1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 3

3 2 2
1 2 2 2 2 1 2 1 1 2 3

h h
g g h h

g g
g g h h

g g g h h h g h

g g g h h h g h

η
η

ϖ ϖ η η ϖ

η
ϖ ϖ η η ϖ

ϖ ϖ ϖ
η

ϖ ϖ ϖ


+ = − + − + 

−
= 

− + − + 
− − + + = − − + − 

                       (36*) 
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由此也可将常数 1 2 3 4, , ,C C C C 表达为：       

( )
( )

1 4 2 4 5 3 6

2 2
4 1 1 1 1 1 2 5 1 1 1 2 2 1 2 2 3

2 2
6 2 2 1 2 2 2 3

, ,

2 ,

2

C Q C C Q C Q

g h g h g h g h

h g g h

η η η

η η η η η η η η η

η η η η

= = − = = 
= − + = + = − 


= − + 

                 (37) 

把求出的常数代入到应力表达式(31)，则可得图 2 楔形体的应力表达式为：    

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2
4 5 1 1 6 5 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2 3 21 1 1 2 1
2 2 2 2

1 1 2 2

5

cos sin cos sin

cos sin sin cos sin sin

cos sincos sin

cos sin sin cos sin sin

co

x

y

xy

g h g hQ
r g h g h

g hg hQ
r g h g h

Q
r

η θ η θ η θ η θ
σ

θ θ θ θ θ θ

η θ η η η θη θ η η θ
σ

θ θ θ θ θ θ

η
τ

 + + − +
 = +
 + + + + 
 + ++ −

= − 
+ + + +  

=
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 2 2 5 1 1 1

2 2 2 2
2 2 1 1

s sin cos sin

cos sin sin cos sin sin

g h g h

g h g h

θ η θ η θ η θ

θ θ θ θ θ θ










 + + + + 
 − 
 + + + +  

            (38) 

根据应力分量转化关系式 (8)可知 r x yθσ σ σ σ+ = + ，因为已确定了 0θσ = ，故可将径向应力

( )r x yσ σ σ= + 表示如下：       

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 6 81 4 7
2 2 2 2

1 1 2 2

cos sincos sin

cos sin sin cos sin sin
r

Q
r g h g h

η η θ η θη η θ η θ
σ

θ θ θ θ θ θ

 − ++ +
= − 

+ + + +  
             (39) 

式中：   

( ) ( )2 2 2 2
7 1 1 2 1 5 1 1 8 1 2 2 3 2 5 2 2,g h g h g h g hη η η η η η η η η= − + + = + + +        

4.2. 平板边界面承受分布力    

为了表明复合材料应力边值问题求解方法，再考虑各向异性板半边界表面受到分布剪切面力 p 作用，

如图 3 所示。本例求解主要满足一半直边面的自由状态与另一半直边面承受分布力作用。这个平板应该

满足的应力边界条件为：       

( )
( )

0, 0 0

0,
y xy r

y xy r p
θ θ

θ θ

σ σ τ τ θ

σ σ τ τ θ

= = = = =

= = = = = π
       

 

 
Figure 3. Half-edge surface subjected to distributed shear force 
图 3. 半边界面承受分布剪切力 

 
按照坐标变换求解办法，选择适合本问题的调和函数 ( ),U X Y 以便满足板边界的分布力条件。先考
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查新坐标中的函数形式如下： 

( )

( )

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
0

arctan 2 ln

ln 2 arctan

YU A X Y XY X Y
X

YB X Y X Y XY
X

 = − + +  
 + − + −  

                     (40) 

求其偏导数并化简可得： 

2 20
0

2 2
0

2 arctan 2 ln

2 ln 2 arctan

U YA X Y X Y Y
X X

YB X X Y Y X
X

∂  = + + + ∂  
 + + − +  

          

2 20
0

2 2
0

2 arctan 2 ln

2 ln 2 arctan

U YA Y X X Y X
Y X

YB Y X Y X Y
X

∂  = − + + + ∂  
 − + + +  

       

二阶偏导数确定为：    
2

2 20
0 0 02

2
2 20

0 0 02

2
2 20

0 0 0

2 arctan 2 ln 3

2 arctan 2 ln 3

2 ln 3 2 arctan

U YA B X Y B
XX

U YA B X Y B
XY

U YA X Y A B
X Y X

∂
= + + + ∂ 

∂ = − − + − 
∂ 

∂
= + + − 

∂ ∂ 

                      (41) 

显而易见，函数 ( )0 ,U X Y 是调和函数，既有：           
2 2

2 0 0
0 2 2 0

U U
U

X Y
∂ ∂

∇ = + =
∂ ∂

          

利用式(40)的调和函数形式构造出应力函数如下：       

1 2F U U= +                                      (42) 

( )

( )

( )

( )

2 2 2 21
1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1

2 2 2 22
2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

arctan 2 ln

ln 2 arctan

arctan 2 ln

ln 2 arctan

YU A X Y X Y X Y
X

YB X Y X Y X Y
X

YU A X Y X Y X Y
X

YB X Y X Y X Y
X

 
= − + +  

  
  + − − −    


  = − + +    
 

+ − − −  
 

                   (42*) 

且满足调和方程：    
2 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

0, 0
U U U U
X Y X Y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
       

则可确定出二阶偏导数为：         
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2
2 21 1

1 1 1 1 12
11

2
2 21 1

1 1 1 1 1
1 1 1

2 arctan 2 ln 3

2 ln 3 2 arctan

U YA B X Y B
XX

U YA X Y A B
X Y X

∂
= + + +

∂

∂
= + + −

∂ ∂

       

2
2 22 2

2 2 2 2 22
22

2
2 22 2

2 2 2 2 2
2 2 2

2 arctan 2 ln 3

2 ln 3 2 arctan

U YA B X Y B
XX

U YA X Y A B
X Y X

∂
= + + +

∂

∂
= + + −

∂ ∂

       

参照应力表达式(29)与本处确定的调和函数及其二阶偏导数，可求得应力为：    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 2 2 21 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22 2

1 1 2 21 2

2 2 2 21 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 arctan 2 2 arctan

2 2 ln 2 2 ln

3 2

x
U U U Ug h g h g h g h

X Y X YX X
Y YA g h B g h A g h B g h
X X

A g h B g h X Y A g h B g h X Y

A

σ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + + − +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

   = − − + − −   

   + + − + + + − +   

+ ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 22g h B g h A g h B g h + − + + − 

    

2 2
1 2 1 2

1 22 2
1 21 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2

2 arctan 2 arctan

2 ln 2 ln 3 3

y
U U Y YA A

X XX X

B X Y B X Y B B

σ
∂ ∂

= + = +
∂ ∂

+ + + + + +

       

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 22 2
1 1 2 21 2

1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2 arctan 2 arctan

2 ln 2 ln

3

xy
U U U Ug h g h

X Y X YX X
Y YA g B h A g B h
X X

A h B g X Y A h B g X Y

A h B g A h B g

τ
∂ ∂ ∂ ∂

= − − − −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

= − − − −

− + + − + +

− + + +

    

按照极坐标变量转换上列应力表达式如下：       

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 ln 2 2 ln

3 2 2

2 2 2 ln 2 ln 3 3

2

x

y

xy

A g h B g h A g h B g h

A g h B g h L A g h B g h L

A g h B g h A g h B g h

A A B L B L B B

A g B h

σ β β

σ β β

τ

   = − − + − −   
   + + − + + −   
 + + − + + − 

= + + + + +

= − − ( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 ln

2 ln 3

A g B h A h B g L

A h B g L A h B g A h B g

β β









− − − +

− + − + + + 

            (43) 

式中：  

2 2 2 21 2
1 2 1 1 1 2 2 2

1 2

arctan , arctan , ,
Y Y L X Y L X Y
X X

β β= = = + = +     

为了确定上列应力表达式中的各个待定常数，必须考虑极坐标下的应力边界条件。根据新坐标与原
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坐标之间的变换关系式(9)与(10)可得：       

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1

1 1

2 2
2

2 2

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

tan
tan

1 tan
tan

tan
1 tan

cos sin sin

cos sin sin

Y h
X g
Y h
X g

L r r g h

L r r g h

θ
β

θ
θ

β
θ

λ θ θ θ

λ θ θ θ

= =
+

= =
+

= = + +

= = + +

       

由图 3 的面力边界条件可知：       

1 2 1 2

1 2 1 2

0, 0, , 0

, , , 0,
y xy

y xy

L L r

L L r p

θ β β σ τ

θ β β σ τ

= = = = = = = 
= = = = = = =π π 

                     (44) 

将式(44)给定的应力边值条件代入式(43)，可得：       

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

2 ln 3 0

2 2ln 3 0

2ln 3 0

2 2ln 3

B B r

A A B B r

A h B g A h B g r

A g B h A g B h A h B g A h B g r p

+ + =

+ + + + =

+ + + + =

− + − + + + + +

π

= −π

    

由此四式联合求解可确定出四个常数，表示为：       

( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 2 2

1 2 1 2

1 2
1 2 2 2

1 2 1 2

2

2

g gpA A
g g h h

h hpB B
g g h h

− = − = − + − 
− = −

− + −π
=



π



                          (45) 

将所得常数带回到应力表达式(43)，再进行同类函数合并化简后就得到图 3 边界承受剪切的应力场公

式如下：    

( ) ( ) ( )

( )

6 75 6 74
1 2 1 2

12 12 12 12 12

2 1 1 2 1
1 2

12 12 2

31 2 2
1 2

12 12 12 1

3
ln ln

2

ln

ln

x

y

xy

D DD D DDp r r
D D D D D

g g h hp
D D

DD Dp
D D D

σ β β λ λ

λ
σ β β

λ

λ
τ β β

λ

 +
= − + + + +  

 
 − − = − + 

π

π 
  

  = + +
π     

             (46) 

式中坐标变量为：     

1 2
1 2

1 2

tan tan
arctan , arctan

1 tan 1 tan
h h

g g
θ θ

β β
θ θ

= =
+ +

    

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 2 2cos sin sin , cos sin sing h g hλ θ θ θ λ θ θ θ= + + = + +     

几个常数计算关系式如下：       

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2

2 2
12 1 2 1 2 1 2 3 2 1 1 2

,

,

D g g g h h h D g g g h h h

D g g h h D D D g h g h

= − + − = − − − −

= − + − = + = −
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4 1 1 1 3 5 2 2 2 3

6 1 1 1 3 7 2 2 2 3

,
,

D g D h D D g D h D
D h D g D D h D g D

= + = −

= − = +
         

4.3. 各向异性板裂纹端部应力场    

复合材料断裂力学基础就是裂纹端部应力场理论，因此对裂纹端部的应力分析十分重要。下面以各

向异性材料含裂纹平板为例，并针对常见 I 型裂纹板进行裂纹尖端区域的应力场分析，张开型裂纹板及

坐标系如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Anisotropic materials with a crack and the axes    
图 4. 各向异性材料裂纹板及坐标轴           

 
按照弹性力学理论和坐标变换求解办法，首先选择适合一般裂纹体边值问题的调和函数 ( ),U X Y 以

便满足 I 型加载和裂纹面自由边界条件。对于裂纹端部，利用极坐标较为简便，因此在新坐标系中选取

极坐标函数 ( )0 ,U L β 表示如下：    

3 3
0 0 0

3 3cos sin
2 2

U A L B Lβ β
= +                            (47) 

对其求偏导数可得：       

0 0
0 0 0 0

2 2
0 0

0 0 0 02

2
0

0 02 2

3 3 3 1 3 3 3cos sin , cos sin
2 2 2 2 2 2

3 3 3 9 3 3cos sin , cos sin
2 2 4 2 24

1 9 3 3cos sin
2 24

U U
L A B L B A

L L
U U

A B L B A
LL L

U
A B

L L

β β β β
β

β β β β
β

β β
β

∂ ∂   = + = −   ∂ ∂   
∂ ∂   = + = −   ∂ ∂∂    

∂  = − + ∂  

    

容易验证函数 ( )0 ,U L β 是新坐标系的调和函数，即满足极坐标的调和方程：    
2 2

0 0 0
2 2 2

1 1 0
U U U

L LL L β
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂

       

再将调和函数 0U 的偏导数代入式(14)，可得二阶偏导数的坐标变换表达式为：    
2

0
0 0 0 02

2
0

0 0 0 0

3 3 3 3 3cos 2 cos sin sin 2 sin cos
2 2 2 24

3 3 3 3 3sin 2 cos sin cos 2 sin cos
2 2 2 24

U
A B A B

X L
U

A B A B
X Y L

β β β ββ β

β β β ββ β

∂     = + + −    ∂     
∂     = + − −    ∂ ∂     

    

利用三角函数变换关系式简化上列表达式后，可得调和函数 0U 的偏导数为：    
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2 2
0 0

0 02 2

2
0

0 0

3 cos sin
2 24

3 sin cos
2 24

U U
A B

X Y L
U

A B
X Y L

β β

β β

∂ ∂  = − = −  ∂ ∂  


∂   = +  ∂ ∂   

                       (48) 

因此可利用式(47)之类的调和函数构造出应力函数 ( ),F x y 如下：       

1 2 1 2

3 31 1
1 1 1 1 1

3 32 2
2 2 2 2 2

3 3
cos sin

2 2
3 3

cos sin
2 2

F F F U U

U A L B L

U A L B L

β β

β β


= + = +

= + 



= + 

                          (49) 

按照式(48)可将 1 2,U U 的偏导数表示为：       
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

1 11 1 1 1 1

3 3 3 3
cos sin , sin cos

2 2 2 24 4 4 4
U A B U A B

X YX L L L L
β β β β∂ ∂

= − = +
∂ ∂∂

    

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 22 2 2 2 2

3 3 3 3
cos sin , sin cos

2 2 2 24 4 4 4
U A B U A B

X YX L L L L
β β β β∂ ∂

= − = +
∂ ∂∂

    

根据式(29)的应力表达式与此处的调和函数偏导数，可求得应力分量为：    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 2 2 21 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22 2

1 1 2 21 2

2 2 2 21 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

3 2 cos 2 sin
2 24

3 2 cos 2 sin
2 24

x
U U U Ug h g h g h g h

X Y X YX X

A g h B g h A g h B g h
L

A g h B g h A g h B g h
L

σ

β β

β β

∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

    = − + + − −     

    + − + + − −     

         (50) 

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2 22 2
1 2 1 2

3 3cos sin cos sin
2 2 2 24 4y

U U A B A B
X X L L

β β β β
σ

∂ ∂    = + = − + −   ∂ ∂    
         (51) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 22 2
1 1 2 21 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2

3 cos sin
2 24

3 cos sin
2 24

xy
U U U Ug h g h

X Y X YX X

A g B h A h B g
L

A g B h A h B g
L

τ

β β

β β

∂ ∂ ∂ ∂
= − − − −

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 = − + + −  

 − + + −  

                  (52) 

根据图 4 所示的裂纹面自由边界条件，则应力分量需要满足的条件如下：       

( )1 20 , 0 ,y xyσ τ θ β β= = = =π± = ±π     

再按应力表达式(51)与式(52)可确定出常数需满足的关系式，即为：    

1 2 1 1 1 1 2 2 2 20 , 0B B A h B g A h B g+ = − + − =              

由此可解得：       

1 1 2 2
1 2

1 2

A h A hB B
g g
+

= − =
−

                                (53) 
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对于张开型裂纹(纯 I 型)，裂纹前沿( 0θ = )的切应力为零，按应力表达式(52)可确定出以下结果： 

( )1 1 1 1 2 2 2 20

3 0
4xy A g B h A g B h

rθ
τ

=
= − + + + =        

即得常数关系式：    

1 1 1 1 2 2 2 2 0A g B h A g B h+ + + =                               (54) 

通常用应力强度因子 IK 作为衡量裂纹尖端应力场大小的重要参数，因此由相关正应力表达式(51)确
定出 IK 与待定常数之间的关系如下：    

( )1 2 1 200

3 3 3 2lim 2 2
44 4I yr

K r r A A A A
r rθ

σ
=→

 
= = + = + 

 

π
π π               (55) 

联合上列几个常数关系式求解出四个常数，可表示为：       

2 1
1 2

12 12

3 3
1 2

12 12

4 4
,

3 32 2
4 4

,
3 32 2

I I

I I

K D K DA A
D D

D DK KB B
D D

= = 

= − =

π

π π 

π



                          (56) 

式中：       

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2

2 2
12 1 2 1 2 1 2 3 2 1 1 2

,

,

D g g g h h h D g g g h h h

D g g h h D D D g h g h

= − + − = − − − −

= − + − = + = −
       

把以上常数带回到式(50)~(52)，就推导出 I 型裂纹端部的应力场为：    

31 1 2 2 1 4 2

12 1 2 1 2

3 32 1 1 2 1 2

12 1 2 1 2

5 54 1 4 2 1 2

12 1 2 1 2

cos cos sin sin
2 2 2 22

cos cos sin sin
2 2 2 22

cos cos + sin sin
2 2 2 22

I
x

I
y

I
xy

CK C C C
rD

D DK D D
rD

D DK D D
rD

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
τ

λ λ λ λ

 
= + + +

π

π

  


 
= + + −   


 = − −  
 π

             (57) 

式中：    

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 2 2cos sin sin , cos sin sing h g hλ θ θ θ λ θ θ θ= + + = + +  

1 2
1 2

1 2

tan tan
arctan , arctan

1 tan 1 tan
h h

g g
θ θ

β β
θ θ

= =
+ +

       

几个常数由下列关系式确定：    

( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 3 2 2 2 1 2 2 32 , 2C g h D g h D C g h D g h D= − − = − +        

( ) ( )2 2 2 2
3 1 1 2 1 1 3 4 2 2 1 2 2 32 , 2C g h D g h D C g h D g h D= + − = − −        

( ) ( )2 2 2 2
4 1 2 1 2 2 1 1 2 5 1 2 1 2 1 2 2 1,D g g g g g h g h D h h h h g h g h= − + − = − + −     

这就是各向异性板 I 型裂纹尖端奇异应力场的解析结果。       
上面通过三个典型例题阐述了复合材料应力边值问题的具体解析办法，求得的应力场以满足局部区
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边界为主，目的在于说明选用调和函数及其求解步骤。通过这些实例分析可以看出，解决各向异性板的

弹性力学问题固然复杂，但其解析方法易于精通。    

5. 结论    

本文针对复合材料弹性力学平面问题，建立各向异性板的基本方程，利用坐标变换法与调和函数求

解偏微分方程，推导出一般应力场，并以直角坐标和极坐标形式给出应力分量的简明表达式。举例说明

求解各向异性板平面应力边值问题的具体办法，强调了选择不同类型基本函数构造出合适的调和函数，

以便求得的应力可满足边界条件。本文注重基础理论推导完整，阐明主要公式应用与求解思路，包括材

料参数与各个待定常数关系的确切算法，有助于掌握求解复合材料弹性力学边值问题的详细过程。 
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