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Abstract: In this paper, we are concerned with the following nonlinear Schrödinger equation 
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  (P). By using the bounded domain approximate scheme and concen-

tration compactness principle, we prove the existence of a ground state solution of (P) on the Nehari manifold 
when constant and  f x u  f u . 
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摘  要：本文考虑如下形式的非线性 Schrödinger 方程
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  (P)。利用有

界区域逼近和集中紧致原理，当位势函数  V x 不恒等于常数，非线性项  ,f x u 不恒等于 ( )f u ，本文

证明了方程(P)存在最低能量解。 
 

关键词：非线性 Schrödinger 方程；基态解；集中紧致原理 

1. 引言 

本篇文章研究如下形式的非线性 Schrödinger 方程： 
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                                (1) 

其中 满足下列条件：    , ,V x f x t

( ) ，且存在常数1V    ,NV x C R R  0  使得对任意的 Nx R ，  V x  。 

( )对任意的2V Nx R ，        lim 0,
x

V x V V x


     。 
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( 1F )  ,tf x t 是 Caratheodory 函数，且存在常数 使得C      2 2

2 1

,
, 1 , limt

t

f x t
f x t C t

t








0   关于 Nx R 一致

成立。 

( 2F )
   

20

, ,
lim 0, lim
t t

f x t F x t

t t 
  关于 NR 一致成立；并且存在函数   f t C Rx 使得对任意的 

 , Nx t R R ，    , 0F x t F t  ，并且    lim
x

,f x t f t


 关于有界的 一致成立。 t

Nx R ，
 ,f x t

t
关于  \ 0t R 严格递增。 ( 3F )对任意的

关于 Schrödinger 方程(1)的解的存在性的研究已经有了很多结果，具体可参见[1-6]。近年来，关于方程(1)

的基态解(最低能量解)的研究引起了大家的注意，当采用变分方法寻求 Schrödinger 方程(1)基态解的时候，除了

需要非线性项函数  ,f x t 的增长性条件和 Nehari 型条件以外，一般还要求  ,f x t 满足(A-R)条件(见文献[7])，

即存在常数 2  使得对所有的 Nx R  

       
0

0 , , , ,
u

dF x u uf x u F x u f x t t   ，其中 .                    (A-R) 

在文献[8]中，Liu 和 Wang 首次采用了比(A-R)条件弱且比较自然的超二次条件： 

 
2

,
lim
t

F x t

t
 关于 Nx R 一致成立。                              (SQ) 

随后，Z. Q. Wang 等在[9]中同样采用(SQ)条件，并在此条件下他们证明了如果  ,f x t 和 满足周期性

条件，也就是关于变量

 V x

x 的每个分量 ix 都是周期；或位势函数  V x 为井位势同时  ,  f x t  f t ，则方程(1)存

在基态解。本篇文章中的主要目的就是把方程(1)的非线性项推广到更一般形式上去，这里我们假设  ,f x t 不恒

等于  f t ，并且  , f x t 和  V x 不满足周期性条件，在此条件下证明方程(1)仍存在基态解。 

注 1.1   
1

2
2 2

d
NR

u u V x u
 

  
  
 x 表 示 Hilbert 空 间  1 NR 中的范 数，  : ,N

RB x R x R   

   :N
RB y x R x y R   ， * 2

2 ,
2

N
N

N
 


3。 

例 1.1 设     5 3 7 3,f x t h x t t  ，        lim
x

K h x h h x h x


    ， ，   0h K ， 。当 时，3N  *2 6 ，

容易验证  ,f x t 满足条件( 1F )-( 3F )。 

主要结论如下： 

定理 1.1 假设条件( )( )，(1V 2V 1F )-( 3F )成立，则方程(1)存在弱解  1 Nu R 使得 ，c为如下定

义 

  0u c  

 : inf
u N

c u


   

其中 

        1: H \ 0 : ,NN u R u u u       0 , 

      2 21
d ,

2 N NR R

u u V x u x F x      du x . 

注 1.2 如果      ,f x t b x f t ，其中      1
1 2 1 2, , , , 0Nb x C R R b b x b b b    ，      inf lim

x
b x b x b x


  ， 

作者在文献[9]中已说明定理 3.1 仍成立。本篇文章中，非线性项函数  ,f x t 不需要一定具有变量可分离的形式。 
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2. 预备知识 

这一节中，首先给出一些预备引理和已知结论，这些引理和结论将为证明定理 1.1 奠定基础。 

引理 2.1 假设条件( 1F )-( 3F )成立，则对任意的    1 \ 0NR ，存在唯一的   0t t u  使得  t u u N ，且

。     
0

max
t

tu t u u


  

证明：此引理的证明可参见文献[10]。 

考虑方程(1)在无穷远处的方程： 

     
 1

, ,

, 3.

N

N

u V u x f u x R

u R N

    


 
 

类似地，定义  : inf
u N

c u


 
  ，这里 

        1: H \ 0 : ,NN u R u u u  
     0 , 

      2 21
d d

2 N NR R

u u V u x F       u x . 

由文献[9]中的定理 2.1 可知， 且存在达到函数0c  u N  。 

引理 2.2  0 c c 

证明：首先证明 ，令 0c 

   
 

 
  

11 2
0 0,1H \ 0

: inf max ; : inf max
N t tu R

c tu c



 

    t

0

. 

这里 ，由引理 2.1，易知          1: 0,1 , : 0 0, 1NC R        1c c 。 

对任意的 ，由(   1 \ 0Nu R 2F )，存在充分大的 使得0t    0tu  。 

令   s stu  ，则   s  ，且有 

      2
0

max
t

c s stu


      tu .  

因此 。由(1c c 2 1F )( 2F )，存在 0  充分小使得  inf 0
u

u




   。 

由   0 0  ，对足够大的 ，0t   1  ，因此，存在  0 0,1s  使得   0s  ，这样 

     2 0 inf 0
u

c s u


 


      . 

因此 。设 是 c 的达到函数，类似于引理 2.1 的证明过程，存在1 2 0c c c   u    0t t u  使得 ，于是

有 

tu N 

     c tu tu u c            . 

引理 2.3 (文献[11]，定理 2.1) 设 n 是  1 NL R 中有界序列， 0n  ，则存在一子序列(仍记为 n )使得下

面其中一种情况发生： 

1) 消失：对所有的 0 ，R    
 

lim sup d 0
N

R

n
n

y R B y

x x
 

 。 

2) 非消失：存在常数 0, R   和  N
ny R 使得 

 
 

lim sup d 0
N

R n

n
n

y R B y

x x 
 

  . 
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引理 2.4 设  1 N
nu R  满足当 n 时，     0, , d 0

N
n n n

R

u f x u u x l    , 

则存在序列 使得当 。 0nt  , 1n n nn t u N t   ，

证明：因为 ，类似于引理 2.1 中的证明，存在唯一的 使得0nu  0nt  n nt u N ，即 

    22 2 d ,
N N

n n n n n n n

R R

t u V x u x f x t u t u    dx .                        (2) 

由( 1F ) ( 2F )，对任意的 0  ，存在 使得 0C 

     2 1 1
, ,

q
f x t t t C t q

  
2, 2    . 

由(2)式易知 不趋向于零，这样 。由(nt 0 0nt t  3F )得到： 

        2 2 2
2 2 2

, ,
1 d d 2

N N N

n n n n n n
n n

n n nR R R

f x t u t u F x t u
l o u V x u x x u x

t t u
        dn



.          (3) 

由题设条件容易知道 在nu 1 NR 中有界，所以至多相差一平移变换，存在 使得 在0u  nu NR 上几乎

处处收敛到 。令 ，如果u  : 0nu Nx R  n
nt ，由( 2F )和(3)式可导出下面的矛盾： 

       

     

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

, , ,
1 2 d d d

, , ,
d liminf d liminf d .

N N

n n n n n n
n n n

n n n n n nR R

n n n n n n
n n

n n
n n n n n n

F x t u F x t u F x t u
l o u x u x u x

t u t u t u

F x t u F x t u F x t u
u x u x u x

t u t u t u

 

 
  

   

  

  

  



2
n

T

 

这样 。假设00 nt t C   n
nt  ，断言：T = 1。 

因为 ，由 ，于是有 n nt u N   0nu 

      2 2 d , d
N N

n n n n

R R

u V x u x f x u u x o     1

T

. 

因为 n
nt  ，再有( 1F )和( 3F ) 

      22 2 d , d
N N

n n n n

R R

T u V x u x f x Tu Tu x o     1 , 

也就是 

       2 2, , , ,
d d

N N

n n n n
n n

n n n nR R

f x Tu f x u f x Tu f x u
u u x

Tu u Tu u

  
      

  
  2

nu x






. 

因为 在 中收敛到 。由(nu   , 2, 2q N
locL R q   u 3F )和 Fatou’s 引理，于是 

    2, ,
d 0

NR

f x Tu f x u
u x

Tu u

 
  

 
 . 

再由( 3F )可知 。 1T 

引理 2.5 设 是 的一串极小化序列，那么 nu c

1) 存在常数 0  使得 liminf 0n
n

u 


  。 

2) 在中有 nu  1 NR 界。 

3) 存在 的子序列若收敛到u 不恒等于零。  nu

证明：1) 由( 1F )( 2F )，对任意的 0  ，存在 使得 0C 
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    2 1 1
,

q
f x t t t C t q

   , 2, 2    .                        (4) 

因为 ，由(4)容易得到  0nu  liminf 0n
n

u 


  。 

2) 如果 在中 u  1
n

NR 无界，设 n
n

n

u
v

u
 ，令  12

0n nv  ，则 n  是 NL R 中的有界序列。由引理 2.3，

我们将分别导出下面两种矛盾： 

情形 1：消失  

对所有的 ，0 R    
 

lim sup d 0
N

R

n
n

y R B y

x x
 

 。由文献[12]中的消失引理， 在nv   2, 2q NL R q ， 中强收

敛到零。再由(4)式，对任意固定的  dRv x o 0 ,
N

n

R

R F x， (1) ，于是 

         21 1
1 ,

2 2N
n n n

R

c o u Rv R F x Rv x R o        d 1 , 

选取 2R  c ，这样就导出了矛盾。 

情形 2：非消失 

存在常数 0 R   ， 和  N
ny R 使得 

 
 

lim sup d 0
N

R n

n
n

y R B y

x x 
 

  . 

令 ，则 在   :n nw x v x y  n  nw 1H NR 中有界，于是存在  1H Nw R 使得： 在中nw 1 NR 若收敛到 ，

在 中几乎处处收敛到 ， 

w nw
NR w

nw 在 中收敛到 ， q N
locL R  w

 2 20 d d
n n R

n n n
x y R x y R B

v x w x y x w x
   

       2dn

0

. 

这意味着 不恒为零。令 。因为w   ,Nx R w x       1nu c o   ，于是 

   2
2 2

, 11
d 0

2 N

n
n

nR n

F x u c o
v x

u u


   . 

由 Fatou’s 引理和( 2F )，导出下面的矛盾： 

    
 

  
 

  
 

  
 

  
 

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

,,1
d d

2

, ,
d d

, ,
liminf d liminf d .

N N

NR

n n nn
n n

n n nR R

n n n n n n
n n

n n n n

n n n n n n
n n

n n
n n n n

F x y u x yF x u
v x w x

u u x y

F x y u x y F x y u x y
w x w x

u x y u x y

F x y u x y F x y u x y
w x w x

u x y u x y

 

 
 

 
 



   
 

 

   
 

 

 

 

 







 

这样 在中nu 1 NR 有界。 

3) 因为 在中nu 1 NR 有界，所以存在  1 Nu R 使得 

nu 在  1 NR
t N

中若收敛到 ， 在 中几乎处处收敛到 ， u nu NR u

nu 在   2, 2locL R r  ， 中收敛到 。 u

如果 ，由( )，显然有 0u  2V

     2
d 0

N
n

R

V x V u x   . 
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下面我们证明     , d
N

n n

R

F x u F u x  0 。 

因为 

           , d , d ,
N

n n n n n n
x R x RR

dF x u F u x F x u F u x F x u F u x
 

       .         (5) 

注意到 在nu   2, 2q
RL B q  ， 中收敛零，于是 

    , dn n
x R

F x u F u x


0  . 

对任意的 0  ， 

   

     
   

     

1 1, , ,

2 22
1 2 3

, d

, d

d d

n n n

N N N

n n
x R

n n
x R u x R u x R u

n n n

R R R

F x u F u x

2
d ,

F x u F u x

u x R u x u x

   

     

 





      





 
    
 
  

  



  

  

 

这里 

当  
 

   
1 2

,0

,
0 sup

x R t

F x t F t

t
  

  


 ， 0 ，(由条件( 2F ))； 

当  
 

   
1

2
,

sup , 0
x R t

R R F x t F t
 


  

    ， ，固定 (由条件( 2F ))； 

当  
 

   
*

1
3 2

,

,
0 sup

x R t

F x t F t

t

  




 


 ， 0 ，(由条件( 1F ))。 

这样就得到 

     1 1nc o u o    , 

类似地可以得到 

           1 1 d d
N N

n n n n n n n

R R

u u o o f u u x f u u x u l  0       ， . 

由引理 2.1，存在 使得 ，于是 1nt  n nt u N

           1 1 1n n nc o u o t u o c o           1 , 

这与引理 2.2 矛盾，这样就完成了这个引理的证明。 

下面考虑方程(1)在 上的 Dirichlet 问题  0RB

       
 

, , 0

0 0 .

R

R

u V x u x f x u x B

u x B

   


  ，
 

类似地定义     1
0 0 inf

R
R R R

N
N N B c u   ， 。由文献[8]中的结果可知， Rc 存在达到函数 Ru ，显然 ，

如果能证明 ，这意味着
Rc c

lim R
R

c c


 Ru 是 c的一串极小化序列，这样我们就找到一串特殊的 的极小化序列。 c

引理 2.6 设  inf
R

R
N

c u  ，那么 lim R
R

c c


c  。 
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证明：显然 c ，假设 ，那么对任意的c  c  c 0  ( 可取   2c c   ) ，则存在 u N 使得

    2u c c c      。 

因为 在中0
NC R  1 NR 稠密，那么存在   0

N
nu C R 使得 强收敛于nu  u  1 NR ，于是 

       

     2 2

, d , d , , d , d

, d , d 0

N N N N

N N

n n n

R R R R

n n n n

R R

,f x u u x f x u u x F x u x F x u x

u u f x u u x u f x u u x

 

    

   

  .
 

由引理 2.4，存在 使得 ，设 ，则1nt  n nt u N
nn RSuppu B

Rn
n n Bt u N ，这样 

        2
nR n n nc t u u u c c      , 

于是 

 lim lim 2
nR R

R R
c c c c c 

 
    . 

这与 相矛盾。 c  c

下面采用集中紧致原理证明上述找到的极小化序列具有紧性性质。 

引理 2.7 设 R Ru N 是 Rc 的达到函数，记 : ,
nn R nu u R   ，则存在  N

ny R 使得对任意的 0  ，存在

使得当  0r r   r r 时，有 

  2 2
limsup d

n

n n
n x y r

u V x u x 
  

   . 

证明：由引理 2.6 可知 nu 是 c的一串极小序列，再由引理 2.5 知 nu 在  1 NR 中有界，因此可以假设 

  2 2
d 0

N
n n

R

u V x u x A    . 

如果 ，由(4)式得到 0A 

   2 2
, d d d 0

N N N

q

n n n n

R R R

F x u x u u x C u x


      , 

于是 ，这与 矛盾，因此 。   0nu  0c  0A 

令    2 2
:n n nx u V x u    ，下面证明 n 是紧的。由集中紧致原理，只需排除“vanishing”和“dichotomy”,

首先我们排除“vanishing”，假设“vanishing”发生，那么对任意的 0 R  ，有 

  2 2
lim sup d 0

N
n n

n
y R x y R

u V x u x
   

   . 

由文献 [12] 中的消失引理可得到  d 0, 2,2
N

q

n

R

u x q   。于是  2
, d

N
n n n

R

u f x u u x 0  ，这与

liminf 0n
n

u 


  相矛盾，因此“vanishing”不会发生。 

下面排除“dichotomy”： 

令 ，则 是一非减、非负且在实数集中一致有界的序列，因此存在函数   sup d
N

R

n n
y R B

Q R x x


   nQ R  Q R 使

得 

       0lim , lim 0,n
n R

Q R Q R Q R A A
 

   . 

对任意的 0  ，选取 足够大使得对任意的 ，则 0R 0R R
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  0 0,
4 4

Q R A A
     

 
. 

于是存在 充分大使得当 ， 0n 0n n

  0 0,
4 4nQ R A A
     

 
, 

也就是说，存在  N
ny R 使得当 时， 0 ,R R n n  0

    
 

2 2

0 0d ,
2 2

R n

n n n
B y

Q R u V x u x A A
      

 

 ,                    (6) 

特别地，我们可以找到 使得 nR  

  0 0,
2 2n nQ R A A
   

 

 .                                  (7) 

选取截断函数  1, NC R   满足 0 , 1   ，且当 2x  时 0  ，当 1x  时 1  ；当 2x  时 1  ，

当 1x  时 0  。令  
1

n
n

x y

R


 0x 
 


 

R，其中 待定，1 R   n
n

n

x y
x 

R

 
 
 

，当  0n n

 
2

22 2

1 1

1
d d

N N
n n n n n n n n n

R R

C
u u x u u u x

R R    

 
                

  , 

 2

1

d
N

n n n n n

R

C
u u u x

R
       , 

选取 充分大使得1R R 0
1

C

R
 ，那么 

  22
d

N
n n n n

R

u u x      
,                                (8) 

 2
d

N
n n n n n

R

u u u x       .                               (9) 

由(4)式、 的定义和(6) (7)两式，于是 

       

 
1 1

1 1

2

2 2

2

, , d , ,

d

N
n

n

n n n n n n n n n n n n n n
R x y RR

n n
R x y R

u f x u u f x u x u f x u u f x u x

C u V x u x C

     



  

  

        

     

 

 ，

d

      (10) 

类似地可以得到 

   22
d

N
n n n n

R

u u x          ,                               (11) 

   2
d

N
n n n n n

R

u u u x         ,                              (12) 
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     , , d
N

n n n n n n n

R

u f x u u f x u x       ,                         (13) 

其中当 0  时， 。   0  

记 ，不妨设 ，由(6) (7)式，有   ,n n n nw x u v u   n n 1nR R

 
1 1

2 2

2

d 1 d
N

n n n n n n
R x RR

u w v x u x  
 

        , 

   

 

1

1

2

12

2 2 2 2

2 2
2 1

1 1
d 1 d

1 1
d

N
n

n

n n n n n n n n n n
nR x RR

n n n n n n
R x R n

u w v x u u u x
R R

C u u u u x
R R

     

  

 

 

           

 
       

 

 

 .

 

综上两式，我们得到 

 n n nu w v     ,                                      (14) 

由(6) (7)两式可得 

 

       

1

2 2 2 22 2

2

2 22 22 2

d 1 d

d d

N
n

N N

n n n n n n
R x RR

n n n n n n n n

R R

u w v x u x

u u x u u x

 

,   

 

        

        

 

   

     (15) 

   2 2 2
d

NR

n n nu w v x     ,                                  (16) 

类似于(10)式的计算过程，有 

           , , d , , d
N N

n n n n n n

R R

F x u F x w x F x u F x v x               ； . 

于是 

       , , , d
N

n n n

R

F x u F x w F x v x       .                         (17) 

注意到 nu  A，由 得定义，再由(7) (14)两式，于是得到 ,n nw v

     2 2

0 0,n nw A v A A        . 

由(5) (6) (7)式， 

       n n nu w v       ;                               (18) 

再由(8) (9) (10)式， 

     ,n n nw u w     .                                 (19) 

由于对任意的 ， 1
0 nRB  
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   , d
Rn

n n n
B

u V x u f x u x       0 .                        (20) 

在(20)式中选取 nw  ，从而    ,n nu w o  1 ，再由(19)式于是得到 

       , 1n n nw u w o      0 . 

类似地由(11) (12) (13)式，我们有    1nv o 

 
。由引理 2.4，存在 使得 ，于

是

1, 1n nt s  ,n n n nt w N s v N 

               1 1o c  2n n n n n n nc o u w v s vt w                 矛盾，这样就排除了

“dichotomy”。由集中紧致原理，紧性情形必然发生，也就是说存在   N
ny R 使得对任意的 0  ，存在 

  0r r   使得   2 2
limsup d

n

n n
n x y r

u V x u x 
  

   成立，这样就完成了该引理的证明。 

3. 主要结论的证明 

证明定理 1.1：令 是,
n n nn R R Ru u u N 

nRc 的达到函数，令 ，则nR    nRu 是 的一串极小化序列，由引

理 2.5 可知 在

c

nu  1 NR 中有界，并且在  1 NR 中若收敛到u 不恒为零，由引理 2.7 知，存在  N
ny R 使得

对任意的 0  ，存在 使得   0r r  

  2 2
limsup d

n

n n
n x y r

u V x u x 
  

   .                         (21) 

其中 ny 一定是有界的。如果 ny  ，由( )和(21)，则有 2V

           

         

2 2 2

2 2

d d d

d sup d 1

N
n n

nn n

n n n
x y r x y rR

n n
x y rx y r x y r

V x V C u x V x V u x V x V u x

V x V u x C V x V u x C o C .  

   

    

       

        

  

  
 

由(4) (21)两式和嵌入定理，可以得到 

           

     

, d , d , d

, d 1 ,

N
n n

n

n n n n n n n n n
x y r x y rR

n n n
x y r

f x u f u u x f x u f u u x f x u f u u x

f x u f u u x C o C 

   

 

      

    

  


 

这是因为对任意给定的 和 充分大，0R  n    : :nx x y r x x R    ，那么对任意的 0  ，于是有 

       

     
   

     

1 1, , ,

2 2 22
1 2 3

, d ,

, d

d d d

n

n n n

N N N

n n n n n n
x y r x R

n n n
x R u x R u x R u

n n n

R R R

f x u f u u x f x u f u u xd

,

f x u f u u x

u x R u x u x

   

     

 



  

      



  

 
    
 
  

  

 

  

  

 

这里 

当  
 

   
1

,0

,
0 , sup 0

x R t

f x t f t

t
  

  


   ，(由条件( 2F ))； 

当  
 

   
1

2
,

, sup ,
x R t

R R f x t f t
 


  

     ，0 固定 (由条件( 2F ))； 
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当  
 

   
1

3 2 1
,

,
0 , sup 0

x R t

f x t f t

t

   





 


   ，(由条件( 1F ))。 

这样， ，类似地可以得到       1n nu u o o     1        1n nu u o c o      1 ，由引理 2.4，存在

使得 ，这样 

1nt 

n nt u N

     liminf liminf liminfn n n n
n n n

c t u u    
      u c , 

这与 相矛盾，这样c c ny 是有界的，从而在    2, 2q NL R q ， 中 ，这意味着 是弱下半连续

的。如果 ，则有 ；如果u ，类似于引理 2.1 的证明，存在唯一的 使得

nu  u  nu

  0u u N  u c N t t tu N ，那

么 

     liminf liminf n
n n

c tu tu u
 

      c , 

由于 是光滑的，这个极小可达元就是 的临界点，这样就完成了定理 1.1 的证明。 N 
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