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摘  要 

本文研究了一类马尔可夫调制的中立型随机动力系统的p阶稳定性。主要通过使用巴拿赫不动点定理、

一些不等式、解算子和随机分析技术，得出了这类由马尔可夫调制的中立型随机动力系统的p阶稳定性

的充分条件。提高和改进了一些相关文献的结论。 
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Abstract 
In this paper, we consider the p-moment stability of neutral stochastic differential systems with 
Markovian switching. A set of conditions proving the p-moment stability of the of the stochastic 
neutral stochastic differential systems with Markovian switching are derived by employing of the 
Bnanch fixed point theorem, some inequality, solution operator and stochastic analysis technique. 
Some well-known results are generalized and improved. 
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1. 引言 

当前，国内外研究较为复杂的随机动力系统稳定性主要采用李雅普诺夫直接法、不动点方法等。李

雅普诺夫直接法是上世纪俄国数学力学家 Lyapunov 院士给出的运动稳定性的一般理论。然而，100 多年

以来，人们在利用此方法研究时遇到了一些困难，譬如，在研究变时滞微分动力系统的稳定性时，李雅

普诺夫条件常常要求时滞有界等。Burton 等学者[1]-[6]利用不动点理论研究微分动力系统稳定性时，克服

了用李雅普诺夫直接法研究时带来的部分困难，得到了较好的结论．在研究随机微分方程的稳定性时，

Luo [7]首次利用 Banach 不动点方法研究了一类随机微分动力系统的稳定性，同样得到了较好的结论。后

来，诸多专家和学者也采用 Banach 不动点方法研究了各种随机微分动力系统解的稳定性[8]-[13]。 
近十几年来，中立型随机动力系统稳定性在很多重要领域得到了广泛的关注[7]-[15]，其理论主要应

用于工程控制、通信设备、军事技术、生物学、金融学等。另一方面，马尔可夫调制影响也广泛存在于

上述重要领域，马尔可夫调制系统的稳定性也同样得到了广泛的研究[16] [17] [18] [19] [20]。然而据作者

所知，目前尚未有学者利用不动点方法研究马尔可夫调制的中立型随机微分动力系统零解的 p 阶稳定性。

故本文将采用 Banach 不动点方法研究一类马尔可夫调制的中立型随机微分动力系统 p 阶稳定性，得出一

类马尔可夫调制的中立型随机微分动力系统 p 阶稳定性的充分条件。 

2. 预备知识及随机动力模型介绍 

2.1. 一些预备知识 

设 ,U V 是具有范数 ,U V⋅ ⋅ 两个实值可分的希尔伯特空间， ( ), ,F PΩ 是具有自然流{ } 0t t
F

≥
的完备概

率空间。设 U 和 V 是两个具有内积 , , ,U V⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 和范数 ,U V⋅ ⋅ 的希尔伯特空间， ( ),L U V 是从 V 到 U 的

有界线性算子空间。在 ( ), ,F PΩ 中 Q-维纳过程有协方差算子 ( )Q BL V∈ 使 trQ < ∞ 。 
假设在 V里的存在一个完备的正交系统{ } 1i i

e
≥
，存在一个独立布朗运动序列{ } 1i i

β
≥
和一个非负实数 iλ

的有界序列满足 i i iQe eλ= ， 1,2,3,i = 使得 

( ) ( )
1

, , ,i i i
i

t e e e t e Vω λ β
∞

=

= ∈∑  

并且 t tF Fω= ，其中 tFω 是由 ( ){ }: 0s s tω ≤ ≤ 生成的σ 代数。假设所有从 1 2Q V 到 U 且具有内积 

[ ]0
2

, L tr Qµ ξ µ ξ= 的希尔伯特–施密茨算子空间为 ( )20
2 2

1 ,L L Q V U= 。 

2.2. 马尔可夫调制的中立型随机动力模型 

本文考虑如下形式的一类马尔可夫调制的中立型随机微分动力系统的 p 阶稳定性： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )00

d , , , , d , , d , 0,

0 ,0 ,b

x t D t x t t r t Ax t F t x t t r t t G t x t t r t t t

x D m U

δ ρ τ ω

ϕ ℑ

    − − = + − + − ≥    


 ⋅ = ∈  

 (1) 

其中， ( ), : , : ,D F R U Z U G R U Z H V U+ +× × → × × → 都是 Borel 可测的函数，U 是实可分的希尔伯特空

间；A 是有界线性算子半群 ( ) , 0S t t ≥ 的无穷小生成元； ( ){ } 0t
r t

≥
是取值于有限状态空间 { }1,2, ,S N=  上
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的右连续马尔可夫链； :kI U U→ ，脉冲时刻 kt 满足 10 limm kk
t t t

→∞
< < < < = ∞

， ( )kx t+ 与 ( )kx t− 分别表示

( )x t 在 kt t= 时的右极限和左极限， ( ) ( )( ) ( ) ( )k k k k kx t I x t x t x t+ −∆ = = − 表示 x 在 kt 时由 kI 来决定的跳跃的大

小； ( )tω 是一个具有增量协方差的 V 值维纳过程，它取决于定义在完备概率空间上的算子 Q； 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t t C R Rδ ρ τ + +∈ 满足当 t → ∞ 时 ( )t tδ− → ∞ ， ( )t tρ− → ∞ ， ( )t tτ− → ∞ ， 

( ) ( )( ) ( )( ){ }
0

0 max inf ,inf
s

m s s s sρ τ
≥

= − − ； ( )( )0
0 ,0 ,bD m Uℑ    是所有有界的连续随机变量的族， ( )tϕ 是

由
( )

( )
0 0
supD Um t

E tϕ ϕ
≤ ≤

= 表示的范数， 0ℑ 是从 ( )0 ,0m   到 U 上可测的。 

2.3. 相关条件的引入 

假设函数 D、F 和 G 满足 ( ) ( ) ( ),0, ,0, ,0, 0D t i F t i G t i= = = ， 1,2, ,i N=  。当 0ϕ = 时，系统(1)有平

凡解。设 W 是由所有 0F -适应过程 ( ) ( ) )ˆ, : 0 ,t m Rφ ω  ∞ × Ω → 构成的空间， ( )ˆ,tφ ω 对定点 ω̂ ∈Ω 在 t 处是

几乎处处连续的。此外当 t → ∞ 时 ( )ˆ, 0
p

U
E tϕ ω → 和 ( ) ( ) ( )ˆ, 0 ,0s s s mφ ω ϕ  = ∈  , 。W 是一个具有范数 

( )
0

sup
p

H Ut
E tϕ ϕ

≥
= 的巴拿赫空间。 

定义 1 随机过程 ( ) [ ]{ } ( ), 0, 0x t t T T∈ ≤ < ∞ 称为系统(1)的温和解，如果满足： 

(i) ( )x t 是{ } 0t t
F

≥
适应的； 

(ii) ( )x t U∈ 在 [ ]0,t T∈ 有Cadlag  路径，且对任何 [ ]0,t T∈ ， ( ) ( )( )00 0 ,0 ,bx D m Uϕ ℑ  ⋅ = ∈   ， ( )x t 都

满足积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

0

0

0

0 , ,

, , d

, , d

, , d

t

t

t

x t S t D t x t t r t

AS t s D s x s s r s s

S t s F s x s s r s s

S t s G s x s s r s s

ϕ δ

δ

ρ

τ ω

= + −

+ − −

+ − −

+ − −

∫

∫

∫

                       (2) 

引理 1 (Da and Zabczyk [21])如果对任意 1n ≥ 和任意 0
2L 值可料过程 ( )Ψ ⋅ ，那么 

[ ]
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

0
2

2 2

0 00,
sup d 2 1 d .n

n
ns tn n

LUs t
E u u n n E s sω

∈

 
 Ψ ≤ − Ψ
 
 

∫ ∫  

为了得到主要结果，引入如下条件： 
(I) A 是在可分希尔伯特空间 U 中有界线性半群算子 ( ) , 0S t t ≥ 的无穷小生成元，其中对一些常数

1M ≥ 和 0 Rα +< ∈ ，使得 ( ) e , 0t
U

S t M tα−≤ ≥ 。 

(II) 函数 ( ) ( )( ) [ ], , , 0,1D t x i D Aβ β∈ − ∈ 满足以下条件：对任意 ,x y U∈ ， 1,2, ,i N=  和 0t ≥ ，存在

常数 1C ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .UU
A D t x i A D t y i C x yα α− − − ≤ −  

(III) 函数 F、G 满足利普希茨条件，即存在常数 C，对任意 0t ≥ ， 1,2, ,i N=  和 ,x y X∈ ，使得 

( ) ( ), , , , ,UU
F t x i F t y i C x y− ≤ −  

( ) ( ), , , , .UU
G t x i G t y i C x y− ≤ −  
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引理 2 (Pazy [22])假设条件(I)满足，则对任意 [ ]0,1γ ∈ 有 
(i) 对任意 ( )( )x Aγ∈Ψ − ，有 

( )( ) ( ) ( ) .S t A x A S t xγ γ− = −  

(ii) 存在 0Mγ > 使得 

( ) ( ) e , 0.atA S t M t tγ γ
γ

− −− ≤ >  

3. 主要结果 

定理 1 假设条件(I)~(IV)成立， 2p ≥ 且是整数，如果不等式 

( ) ( )1
1

1 25 1 1 1
2

ppp p p
p

MC A M p
a aa

α
αα α−

−

  − + Γ − + + <  
  

 

成立，则脉冲中立型随机动力系统(1)是 p 阶矩渐近稳定的，其中 ( )( ) 2
1 2

p
pC p p= − ， 1M γ− 是引理

2 中的常数， ( )Γ ⋅ 是伽马函数。 
证明 定义一个非线性算子 :W WΦ → ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

0

0

0

5

1

0 , ,

, , d

, , d

, , d

.

t

t

t

i
i

x t S t D t x t t r t

AS t s D s x s s r s s

S t s F s x s s r s s

S t s G s x s s r s s

J t

ϕ δ

δ

ρ

τ ω

=

Φ = + −

+ − −

+ − −

+ − −

=

∫

∫

∫

∑

                      (3) 

首先，我们证明Φ 在 [ )0,∞ 上是 p 阶连续的，令 1, 0x W t∈ ≥ 和 u 充分小，则由 rc 不等式得， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
5

1
1 1 1 1

1
5

p pp
i iU U

i
E x t u x t E J t u J t−

=

Φ + − Φ ≤ + −∑  

当 1, 0i u= → 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 0 0.J t J t S t u S t xρ+ − = + − →                         (4) 

同理可得，当 2,3,4, 0i u= → 时，有 

( ) ( )1 1 0.
p

i i U
E J t J tρ+ − →                                (5) 

当 5, 0i u= → 时，由引理 1 和 rc 不等式有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1

22
1

5 1 5 1 1 10

22
1

1

2 , , d

2 , , d 0

ppptp p
pU U

ppptp
p t U

E J t J t C E S t u s S t s G s x s s r s s

C E S t u s G s x s s r s s
ρ

ρ τ

τ

−

+−

  + − ≤ + − − − −    

  + + − − →    

∫

∫

  (6) 

其中 ( )( ) 2
1 2

p
pC p p= − ， 2p ≥ 。 

综合(4)、(5)和(6)知，当 0u → 时，有 
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( )( ) ( )( )1 1 0.
p

U
E x t u x tΦ + − Φ →  

因此，Φ 在 [ )0,∞ 上 p 阶连续，故在Φ 在 [ )0,∞ 上均方连续。 
其次，证明 ( )W WΦ ⊂ 。由(3)得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

1 1

1
0

1
0

1
0

5

1

5 0 5 , ,

5 , , d

5 , , d

5 , , d

.

pp pp p
U U U

ptp

U
ptp

U
ptp

U

i
i

E x t E S t E D s x s s r s

E AS t s D s x s s r s s

E S t s F s x s s r s s

E S t s G s x s s r s s

K t

ϕ ρ

δ

ρ

τ ω

− −

−

−

−

=

Φ ≤ + −

+ − −

+ − −

+ − −

=

∫

∫

∫

∑

               (7) 

根据条件(I)可得 

( ) ( )( )1
1, , 5 e 1 0

p pp p patt t t K M C A αρ ϕ−− −
Ψ

→ ∞ − → ∞ ≤ + − → .当 时 则              (8) 

根据条件(II)和 x W∈ 可得 

( )1
2, 5 0

p pp pt K C A Eα ϕ−−
Ψ

→ ∞ ≤ − → .当 时                         (9) 

利用 Hölder 不等式，条件(II)和引理 2 可得 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )

1
3 0

11
0

1 1
10

1 1
1 0

5 , , d

5 , , d

e5 d

5 2 1 e d

ptp

U
p

tp

U

p
t s

tp

U

pt t sp p p p

U

K E AS t s D s x s s r s s

E A S t s A D s x s s r s s

ME C x s s s
t s

C M a E x s s s

α α

α
α

α

αα
α

δ

δ

δ

α δ

−

−−

− −
− −

−

− −− −
−

= − −

 ≤ − −  

 
 ≤ −
 −  

≤ Γ − −

∫

∫

∫

∫

- -

 

因为 x W∈ 和当 t → ∞ 时， ( )t tδ− → ∞ ，则对任意 0ε > 存在 1 0t > 和 1t t≤ ，使得 

( )( ) p

U
E x s sδ ε− < ，有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

1

1

1

1

1

1 1
3 1 0

1 1
1

1 1
1 0

1 1
1

1 1
1 0

5 1 e d

5 1 e d

5 1 e e d

5 1 e d

5 1 e e

pt t sp p p p

U
pt t sp p p p

t U

ptp p p p at as

U
t t sp p p p
t

tp p p p at as

K M C a p E x s s s

M C a p E x s s s

M C a p E x s s s

M C a p s

M C a p E x s

αα
α

αα
α

α
α

αα
α

α
α

α δ

α δ

α δ

α ε

α

− −− −
−

− −− −
−

− − −
−

− −− −
−

− − −
−

≤ Γ − −

+ Γ − −

≤ Γ − −

+ Γ −

≤ Γ −

∫

∫

∫

∫

∫ ( )( )
( )1 1

1

d

5 1

p

U
p p p p

s s

M C a pα
α

δ

α ε− −
−

−

+ Γ −

 

因为当 0t → 时 e 0tα− → ，则对任意 2t t> 存在 2 1t t> ，得 
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( ) ( )( ) ( )1 21 1 1 1
1 10

5 1 e e d 5 1
tp p p p at as p p p p

U
M C a p E x s s s M C a pα α

α αα δ ε α ε− − − − −
− −Γ − − ≤ − Γ −∫  

故有， 

( ) ( )( ) ( )( )1
0

, 5 , , d 0
ptp

U
t E AS t s D s x s s r s sδ−→ ∞ − − →∫ .当 时                  (10) 

根据条件(I)、(II)和 Hölder 不等式可得 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

1
4 0

1
0

1
0

1
0 0

1 2
0

5 , , d

5 , , ,0, d

5 e d

5 e d e d

5 e e d

ptp

U
ptp

U U
pt a t sp p p

U
pt ta t s a t sp p p

U
p

ptp p p at as

U

K E S t s F s x s s r s s

E S t s F s x s s r s F s r s s

M C E x s s s

M C s E x s s s

M C a E x s s s

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

−

−

− −−

− − − −−

−− −

= − −

≤ − ⋅ − −

≤ −

≤ ⋅ −

≤ −

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

             (11) 

因为对任意 x W∈ 和 0ε > 存在 1 0t > 和 1t t≤ ，使得 ( )( ) p

U
E x s sρ ε− < ，则由(11)可得 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1

1

1

1
0

1 2
0

1 2

1 12 2
0

5 , , d

5 e e d

5 e e d

5 e e d 5

ptp

U
p

ptp p p at as

U
p

ptp p p at as
t U

p p
ptp p p at as p p p

U

E S t s F s x s s r s s

M C a E x s s s

M C a E x s s s

M C a E x s s s M C a

ρ

ρ

ρ

ρ ε

−

−− −

−− −

− −− − −

− −

≤ −

+ −

≤ − +

∫

∫

∫

∫

                 (12) 

根据当 0t → 时 e 0tα− → ，对任意 2t t> 存在 2 1t t> ，得 

( )( )11 12 2
0

5 e e d 5 .
p pptp p p at as p p p

U
M C a E x s s s M C aρ ε ε

− −− − −− ≤ −∫                 (13) 

利用(12)和(13)，对任意的 2t t> 可得 
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U
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因此， 

( ) ( )( ) ( )( )1
0

, 5 , , d 0.
ptp

U
t E S t s F s x s s r s sρ−→ ∞ − − →∫当 时                  (14) 

因为对任意 ( ) ( ), 0 ,x t W t m ∈ ∈ ∞ ，利用条件(I)、(III)及引理 1 有 
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类似于(12)，由(15)可得 
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                    (16) 

根据 0t → 时 e 0tα− → ，对任意 2t t> 存在 2 1t t> ，有 
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U
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利用(16)和(17)，对任意的 2t t> 可得 
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因此， 
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U
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→ ∞ − − →∫当 时                (18) 

综合(8~10)、(14)和(18)有，当 t → ∞ 时有 

( )( ) 0.
p

U
E x tΦ →  

这样就证明了 ( )W WΦ ⊂ 。 
最后，证明Φ 是压缩的。对于 ,x y W∈ ，使用条件(I~III)则对 [ ]0,s T∈ 有 
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所以，Φ 也是压缩的。从而由压缩映射原理知，Φ 在空间 W 中有唯一不动点 ( )x t ，在 ( )0 ,0m   上
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系统(1)的解为 ( ) ( )x t tϕ= ，且当 t → ∞ 时， ( ) 0
p

U
E x t → 。因此系统(1)是 p 阶稳定的，定理 1 得证。 

4. 结论 

文章采用 Banach 不动点方法研究了一类马尔可夫调制的中立型随机微分动力系统零解的 p 阶稳定

性，得到了该系统零解的 p 阶稳定性的定理。主要有以下创新点：一是文章研究的是一类较为复杂的马

尔可夫调制的中立型随机微分动力系统，填补并推广了不动点方法在研究复杂非线性随机动力系统方面

的理论。二是文章改进并推广了已有文献[12]，得到较好的结论，丰富了马尔可夫调制的中立型随机微分

动力系统稳定性方面的成果。 
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