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摘  要 

本文主要考虑Neumann边界条件下Laplace算子的不定权主特征值问题。在权函数为变号且有界的限制

下，我们研究了球壳区域内的主特征值最小化问题，证明了其存在性和权函数的bang-bang分布。这些

结果在生物种群资源和优化问题中有重要应用。 
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Abstract 
In this paper, we mainly consider the principal eigenvalue problem of Laplace operator with inde-
finite weights under Neumann boundary condition. The existence and bang-bang distribution of 
the minimization of the principal eigenvalue in the spherical shell region are proved under the 
constraint that weight function is sign-changing and bounded. These results have important ap-
plications in biological population resources and optimization problems. 
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1. 引言 

本文我们考虑如下线性特征值问题： 

( )
( )

0,    ,

0,     .

u m x u x

u x
x

n

λ∆ + = ∈Ω

∂

= ∈∂Ω
∂

                              (1.1) 

其中Ω是 ( )1NR N ≥ 中带有光滑边界的有界区域， n∂ ∂ 表示 ∂Ω的单位外法向量。 ( )m x 是一个有界的变

号函数，满足 1 m κ− ≤ ≤ 在Ω上几乎处处成立，其中 0κ > 。除此之外还满足： 

0m
Ω

<∫ 和 ( ){ }: 0 0x m x∈Ω > > .                           (1.2) 

假设 ( )0 0,1m ∈ 以及 0κ > ，我们定义集合 

( ) ( ){ }{ }0: 1 ,  : 0 0,  m L m x m x m mκ∞

Ω
= ∈ Ω − ≤ ≤ ∈Ω > > ≤ − Ω∫ . 

问题(1.1)可由如下反应扩散方程[1]得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,  , 0, ,

0,    , 0, ,

,0 0, ,0 0,   , ,

t m x x t

u x t
n

x x x t

φ φ λφ φ

φ φ

  = ∆ + − ∈Ω× ∞ 
∂ = ∈∂Ω× ∞
∂

 ≥ ≡ ∈Ω/

                        (1.3) 

其中 ( ),x tφ 表示在位置为 x，时间为 t 时的种群密度， λ 为大于 0 的参数，Ω表示为种群生长区域。 
假设 1u H∈ 是(1.1)的特征值 λ 对应的正的特征函数，则称该特征值为主特征值。用符号 ( )1 mλ 表示

(1.1)对应的主特征值，根据文献[2]，对于该反应扩散方程有如下结论： 
i) 当 ( )1 mλ λ> 时，则 ( ),x tφ 在 t →∞时，有唯一的正平衡点，是全局唯一非负解。也即说明物种能

够生存。 
ii) 当 ( )1 0mλ > 且 ( )10 mλ λ< < 时，则 ( ),x tφ 在 t →∞时，趋向于 0。也即物种灭绝。 
从生物种群角度来看，可以看出当主特征值 ( )1 mλ 越小，越有利于物种的生存。因此我们这里研究主特

征值的最小化。已有不少学者研究特征值问题，文献[3]研究不带权特征值优化问题，文献[4] [5]在权函数为

定号时，研究特征值优化问题。在权函数不定号条件下，文献[6] [7] [8]在不同的情况下对一维区域的 Neumann
边界条件进行研究，分别得到对应的特征值最小化的存在性以及对应权函数的性质。进一步，在更一般的边

界条件下，文献[9] [10]对圆柱状区域在一个小扰动下研究特征值优化结果，通过数值模拟结果和分析得到优

化集为条状区域或区域的一个角落，得到了对应的最小化的存在性。还有文献[11]利用重排技术完整地证明

了一维情况的结果，且证明了在高维情况下球并不总是最优化集。文献[12]研究平面上具有固定相同半径和

变中心的 m 个球的特征值最小化问题，并证明最小化的存在性，文献[13] [14]对区域为球的特征值的渐近性

质进行研究。受上述文献启发，我们仍然对优化问题感兴趣。通过文献[2]，首先给出下面必要的引理： 
引理 1.1. 假设 ( ){ }, 0 0x m x∈Ω > > ，且有 0m

Ω
<∫ ，则问题(1.1)存在唯一正的主特征值，记为 ( )1 mλ ，

它可以表示为 
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                                (1.4) 

其中 ( ) ( ){ }1 2: : 0S m u H mu
Ω

= ∈ Ω >∫ 。除此之外， ( )1 mλ 是简单的，且它对应的主特征函数在Ω内不变号。 

下面介绍两个需要用到的命题，以下两个命题在文献[2]中已被证明： 
命题 1.2. 存在 m∈，使得最小化问题 ( )inf 1inf

m
mλ λ

∈
=


有解。此外，若 ( )1 infmλ λ= ，则存在可测集

E ⊂Ω，使得函数 m 可以表示成 ( ) E Em x κχ χΩ= −  在Ω上几乎处处成立。这里对 m 的体积限制满足

0m m
Ω

= − Ω∫ 。 

命题 1.3. 当 1N = 时， ( )0,1Ω = 时，令 0 1
1
m

γ
κ

− +
=

+
，存在 m∈使得最小化 infλ 成立，且存在最优化

可测集 E ⊂Ω，使得函数 m 可以表示成 ( ) E Em x κχ χΩ= −  在 ( )0,1 上几乎处处成立，其中优化集 E 满足

( )0,E γ= 或 ( )1 ,1E γ= − 。 

高维区域下特征值优化问题的研究并不是简单的，我们尝试考虑球壳区域下的特征值优化问题，下 
文我们考虑当 m∈时，限制权函数是径向对称的前提下，研究最小化问题： ( )1inf

m
mλ

∈
。 

根据已有的文献，我们自然提出如下问题： 
问题：对于球壳区域，最小化问题是否可解？若可解，优化集在哪里？对应的权函数会怎么样？最

小化对应的结论是否和一维的结果一样？ 

2. 主要结果 

本文主要证明如下定理： 
定理 2.1. 当 2N ≥ 时，令

1 2,r rAΩ = 是一个有界球壳区域，限制权函数是径向对称函数，则对应的最 
小化问题 ( )inf 1inf

m
mλ λ

∈
=


的解仍然存在，且存在可测集 E ⊂Ω，使得权函数是满足 bang-bang 分布的，但 

与一维结果不同的是球壳区域下两个最优化区域的测度并不相等。 

3. 定理 2.1 的证明 

在这一部分我们证明定理 2.1，证明定理前先进行一些准备工作，我们首先将[2]中一维 ( )0,1Ω = 的结

论通过一个伸缩变换，得到在一维的任意区间上的结论： 

引理 3.1. 当 1N = ， ( ),a bΩ = 时，令 ( )0 1
1
m b aγ

κ
− +

= −
+

，存在 m∈使得最小化 infλ 成立，且存在 

最优化可测集 E ⊂Ω，使得函数 m 可以表示成 E Em κχ χΩ= −  在 ( ),a b 上几乎处处成立，其中优化集 E
满足 ( ),E a a γ= + 或 ( ),E b bγ= − 。 

下面我们研究在球壳区域上的最小化问题，首先我们定义球壳区域为： 

1 2 2 1, :r r r rA B B=   

其中 { }: :N
rB x R x r= ∈ < 表示开球， 1 2,r r 是非零正常数。因为

1 2,r rA 是旋转对称区域且是光滑的，因此我

们可以得到对应的主特征函数 u 也是径向对称的。这里权函数也是径向对称的，当引入极坐标变换时，

可以将问题(1.1)转化为如下代数方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

1 0,    , ,

0, 0.

Nu r u r m r u r r r
r

u r u r
n n
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

∂




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这里 ( )m r 仍然满足(1.2)。通过上面变换，N 维球壳区域问题转化为一维问题，为了方便得到对应的

特征值变分表示，可以将上述方程(3.1)写成 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 2

1 2

div 0,   , ,

0, 0.

N Nr u m r r u r r r

u r u r
n n

λ− −∇ + = ∈

∂ ∂
= =

∂ ∂







                       (3.2) 

因此我们可以得到方程(3.1)对应的主特征值变分表示为： 

( )
( )

( )2

1

21

1

21

1 1 2

d
inf

d

r N
r

r Nu S m
r

r u r
m

r mu r
λ

−

−∈

′
=

∫
∫

,                             (3.3) 

其中 ( ) ( ){ }2

1

1 1 2
1 : d 0

r N
r

S m u H r mu r−= ∈ Ω >∫ 。因为一维的结论已经较为完整，为引用一维的结论，我们对

该特征值引入变换函数使得该表示有和式子(1.4)类似的形式，从而得到下面引理： 
引理 3.2. 令 ( )1 2,r r r∈ 表示光滑有界球壳区域，对(3.3)引入变换函数 ( )k t 使得它有类似于(1.4)的形

式。当 1N = 时， ( )r k t t= = ；当 2N = 时， ( ) etr k t= = ；当 2N > 时， ( ) ( )( )
1

22 −= = −   Nr k t N t 。 
证明：将变换函数 ( )r k t= 引入到(3.3)中，使得满足式子 

( )
( )

1

1
Nk t
k t

−

=
′

,                                    (3.4) 

当 1, 2N = 时，两边积分可以很容易得到对应 ( )k t 的表达式，即分别为 ( )k t t C= + 和 ( ) eCtk t = 。当

2N > 时，对(3.4)进行处理后，两边进行积分有 

( ) ( )( )1
1 dN k t t

k t− =∫ ,                               (3.5) 

通过该积分可以得到关于变换函数的表达式
( )2

2

Nk t
t C

N

−

= +
−

，从而可以得到当 2N > 时，对应的变换 

函数应为 ( ) ( )( )
1

22 Nk t N t C − = − +  ，值得注意的是，这里需要保证变换函数 ( )k t 是非负的。为方便计算，

对上述三种情况取一般的常数 C，可以得到 
• 当 1N = 时，取 0C = ，则有 ( )r k t t= = 。 
• 当 2N = 时，取 1C = ，则有 ( ) etr k t= = 。 
• 当 2N > 时，取 0C = ，则有 ( ) ( )( )

1
22 −= = −   Nr k t N t 。这里需要注意的是为保证球壳区域有意义，

变量 t 要保证取正值。 
因为球壳区域是有界的，根据上述三种情况，我们可以得到对应的三个变换函数 ( )k t 是单调递增且

可逆的。因此，这说明可以将对应的变量 ( )1 2,r r r∈ 转化为 ( ) ( )( )1 1
1 2,t k r k r− −∈ ，利用标准化技术，我们可 

以假设
2
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1 2d 1
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′ ′= =
′

∫ ∫

∫

∫ ∫

                  (3.6) 
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比较(3.6)和(1.4)，可以发现(3.6)已经和式子(1.4)是类似的。从而完成引理 3.2 的证明。 
方程(3.1)已经是单变量的方程，为此我们可以充分利用已有的一维的完整结论。利用引理 3.1 的结论，

下面证明定理 2.1。 
定理 2.1 的证明。对于任意有界光滑区域，命题 1.2 的结论是成立的。因此，对于方程(3.3)中球壳区

域
1 2,r rAΩ = ，边界情况为 Neumann 边界，这个结果仍然是适用的。也即存在 m∈，使得主特征值最小

化存在。且有两个最优化区间，但由于所考虑的区域不同，对应的区间也不同。下面考虑这个优化区间

在哪里，以及对应的权函数 m 是否依旧具有 bang-bang 分布，即满足 Ω= −E Em κχ χ  ，这里 Eχ 是某一个

可测集 E 的特征函数。 
根据引理 3.2 的结果，我们可以分为如下两种情况，分别为 2N = 和 2>N ： 

情况 1： 
当 2N = 时，对应变换为 ( ) etr k t= = ，因为 ( )1 2,r r r∈ ，引入变换之后，变量 t 也随之变化，通过计

算，则有 ( )1 2ln , lnt r r∈ ，(3.3)的部分式子可以写成： 

( ) ( )2 2

1 1

ln1 2 2 2
ln

d e e e d
r rN t t t
r r

r mu r m u t− =∫ ∫ .                         (3.7) 

下面对(3.7)进行研究，主特征值可以表示为 

( )
( )

( ) ( )

2

1

2

1

ln 2

ln
1 ln 2 2

ln

d

e e e d

r

r
r t t t
r

u t
m

m u t
λ

′
=

∫
∫

.                            (3.8) 

对于(3.8)，根据(1.4)，我们定义新的权函数 

( ) ( ) ( )2 2
1 : e e et t tM t m m t= = , 

这说明(3.8)可以表示成 

( )
( )

( ) ( )

2

1

2

1

ln 2

ln
1 ln 2

1ln

d

e d

r

r
r t
r

u t
m

M t u t
λ

′
=

∫
∫

. 

由于 m∈以及函数 2e t 是单调递增的，通过放缩变换可以得到新定义函数 ( )1 ∈M t ，通过命题

1.2 的结果，可以得到 ( )1M t 可以表示为 

( )1 'E EM t κχ χΩ= −  , 

其中 E 是区间 ( )1 2ln , lnr r′Ω = 的一个子集，从这里可以得到对应函数 ( )1M t 是满足 bang-bang 分布的。 
通过引理 3.1，假设在集合 E 上有 ( )2e et tm κ= ，且满足测度 

02 1 1ln ln:
2 1

mr rE α
κ

−− ′= − = Ω
+

 

这里 0α > 。在 ( )1 2ln , lnr r E 上有 ( )2e e 1t tm = − 。根据引理 3.1 关于变量 t 的两个优化区间为 

2 1 2 1
1 1 1

ln ln ln lnln , ln ln ,
2 2t

r r r rE r r rα α
− +   = + − = −   

   
 

或 

2 1
2

ln ln , ln
2t

r rE rα
+ = + 

 
. 

由于 etr = ，此时问题的结果仍然是一维的，下面将关于变量 t 的结果转化为关于变量 r 的结果，有 
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1 2
1,

er
r r

E r α

 
=   
 

 

或 

( )1 2 2e ,α=rE r r r . 

因此可以得到函数 m 关于 r 是满足 bang-bang 分布的，而函数 ( )1M t 是关于 t 满足 bang-bang 分布。 
对于情况 1，在二维球壳情况下，我们得到了对应关于变量极径 r 的区间结果，也即区域的宽度，将

其转化到对应区域测度上。我们可以得到两个优化区间对应的宽度和区域测度是不一样的。第一个优化 

集下的二维优化区间宽度为
( )

*

1 2 1e

er

r r r
E

α

α

−
= ，二维优化区域测度为 21 2

12e
r r rα

 
 


π


− 。第二个优化集合

下的二维优化区间宽度为 ( )
* 2 2 1erE r r r α= − ，二维优化区域测度为 ( )2

2 1 2er r r απ − 。可以发现由于区 

域是径向的，在二维圆环区域下关于优化集合的区域宽度和对应优化集区域测度的结论与一维的情况是

不一样的。对应两个优化集的区域测度是不相等的。 
情况 2： 

当 2N > 时， ( ) ( )( )
1

22 Nr k t N t − = = −  ，则新变量对应的区间为
2 2

1 2,
2 2

N Nr r
N N

− − 
 − − 

，采用和情况 1 一样

的方法，可以得到(3.3)主特征值的变分表示为： 

( )
( )

( )( )
( )

( )( )( )
( )

1
2

1
1

11 2
1

1

2

1 2 2
22

d
inf

2 d

k r

k r
Nu S m k r

N
k r

u t
m

N t mu t
λ

−

−

−

−

−∈
−

′
=

 − 

∫

∫
, 

这里 ( )
2

1 1
1 2

Nrk r
N

−
− =

−
， ( )

2
1 1

2 2

Nrk r
N

−
− =

−
。此时类似于情况 1，根据(1.4)可以得到对应新的权函数为 

( ) ( )( ) ( )
2 2
2

2 : 2
N

NM t N t m t
−

− = −  . 

类似于 2N = ，当 2N > 时，维数是有限的，故有
2 2
2
N

N
−

−
是一个有界常数，由于 ( )m t ∈，可以得

到 ( )2M t ∈，通过命题 1.2，函数 ( )2M t 可以表示成 

( )2 E EM t κχ χ ′Ω= −  , 

其中 E 是
2 2

1 2,
2 2

N Nr r
N N

− − 
′Ω =  − − 

的一个子集。和情况 1 相同，函数 ( )2M t 满足 bang-bang 分布。现在假设在

集合 E 上有 

( )( ) ( )( )
2 2 1
2 22 2
N

N NN t m N t κ
−

− −
 

   − − =    
 

, 

则它所对应的区间测度满足
2 2

02 1 1:
2 1

N N mr rE
N

α
κ

− − −− ′= − = Ω
− +

，其中 0α > 。同理，在另外一部分集合

2 2
1 2,

2 2

N Nr r E
N N

− − 
 − − 

 上有 ( )( ) ( )( )
2 2 1
2 22 2 1
N

N NN t C m N t C
−

− −   − + − + = −
 
 
 

   。通过引理 3.1 的结论，我们可

以得到两个关于 t 的最小化集合为 
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2 2
1 2,

2 2

N N

t
r rE

N N
α

− − 
= − − − 

 

或 
2 2

1 2,
2 2

N N

t
r rE

N N
α

− − 
= + − − 

. 

通过变换函数 ( ) ( )( )
1

22 Nr k t N t − = = −  ，将其转换为关于 r 的区间，也即为 

( )( )
1

2 2
1 2, 2N N

rE r r N α− −= − −
 
 
 

 

或 

( )( )
1

2 2
1 22 ,N N

rE r N rα− −


= + −


 
 

. 

类似于情况 1，这里同样考虑对应的优化集合的对应的区间宽度以及区域长度。根据 N 维球体积公

式，当半径为 R 时，有 

22

2

n
n

n
R
nn

ω π
=

 Γ 
 

, 

其中 ( )xΓ 是伽马函数。由此可以计算出最小化集合为 ( )( )
1

2 2
1 2, 2 α− −= − −

 
 
 

N N
rE r r N 时，对应的区间宽度

为 

( )( )
1

2 2
2 12N N

rE r N rα− −= − − − , 

对应球壳区域体积为 

( )( )
1

22 2
2 2

1
1

2 2
2

2 2

NN
N N N

N
r N

rV
N NN N

α− −
 

π − − 
π = −

   Γ Γ   
   

. 

最小化集合为 ( )( )
1

2 2
1 22 ,N N

rE r N rα− −
 

= + − 
 

时，对应的区间宽度为 

( )( )
1

2 2
2 2 2N N

rE r r N α− −= − + − , 

对应球壳体积为 

( )( )
1

22 2
12

2
2

2 2
2

2 2

NN
N NN

N
r N

rV
N NN N

α− −
 

π + − 
π  = −
   Γ Γ   
   

. 
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通过简单的计算可得在 2N > 时，在球壳区域下对应的两个最优化集合的区间宽度和区域测度也是不

相等的，和情况 1 的结论相同。为此，我们完成定理 2.1 的证明。 

4. 总结与展望 

关于不定权特征值优化问题已有较为丰富的结果，特别是一维区域下已经有较为完整的特征值优化

结果，但关于高维区域的理论结果还比较少。为此，本文研究了高维球壳区域的优化问题，限制对应的

特征函数和权函数是径向函数，得到其优化结果也是对称的，且得到了和一维情况下不同的结果。这是

和其他优化结论的不同之处。但实际上我们研究的径向对称区域是较为特殊的情况，其本质还是一维的。

而对于一般的区域，在没有对称假设下，问题的研究会困难得多，但其理论分析仍然是值得进一步探讨

研究的问题。 
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