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摘  要 

本文首先介绍了Caputo型分数阶导数的定义及其满足的相关引理。其次为了构造自适应律，提出了一种

充分光滑的分数阶参数投影算子构造方法。最后给出了所提投影算子满足的一些性质，并提供了严密的

证明。 
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Abstract 
This paper first introduces the definition of Caputo type fractional-order derivative and the cor-
relation lemma about it. Secondly, a construction method of sufficiently smooth fractional-order 
projection operator is proposed for adaptive laws. Finally, some properties satisfied by the pro-
posed projection operator are given, and a strict proof is provided. 
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1. 引言 

投影算子是一种常用的自适应控制算法，它的主要作用是将参数投影到一个预定义的空间或集合中，

从而限制参数的范围，以满足特定的约束条件。一般来说，基于投影的参数自适应律是不连续的，这违

反了微分方程经典解存在的 Lipschitz 条件。因此，从现实的角度来看，这种不连续性是不可取的。为了

消除这个限制，Pomet 等人在[1]中通过在凸集周围引入边界层，从而得到 Lipschitz 连续投影算子。在此

基础上，Cai 等人在[2]中利用更强的任意多次连续可微性取代了 Lipschitz 连续性，同时对其他投影性质

进行了微调。进而上述投影算子的结论在理论研究和实际工程领域中也得到越来越广泛的应用[3] [4] [5]。
然而，上述投影算子只适用于整数阶系统的参数自适应控制中，分数阶系统是对传统控制理论中的整数

阶系统的扩展，可以更准确地描述具有非刚性的动态系统，如热力学系统、柔性系统等。进而在车辆悬

架系统、分形与混沌、电池管理系统、机器人等领域都有广泛的应用[6] [7] [8]。因此，分数阶系统控制

设计问题目前已经成为学者们研究的热点问题。但目前还没有分数阶投影算子用于抑制参数的范围，因

此本文基于分数阶相关定义和引理，给出了一种充分光滑的分数阶参数投影算子构造方法。总结了所提

投影算子满足的四条性质，并予以证明。 

2. Caputo 型分数阶导数定义及相关引理 

定义 1 [6]：假设 [ )0: ,P t R+∞ → 是连续可微函数，它的α 阶 Caputo 型分数阶导数可定义： 

( ) ( )
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其中 1ω α ω− ≤ ≤ ，ω 为正整数。 ( ) 1
0

e dττ τ
+∞ ⋅− −Γ ⋅ = ∫  Gamma 函数，且满足 ( )1 1Γ = 。 

引理 1 [9]：若 ( )t� 是一个光滑函数，则下面不等式成立 
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引理 2 [10]：假设 21
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3. 分数阶投影算子 

若 { }0:θ θ θ θ∈Ω ≤
� � � �

是一个未知的常参数，其中 0 0θ >
�

。令
ˆθ θ θ= −

� � ��
为参数估计误差，我们给出一 

种充分光滑的分数阶投影算子构造方法，具体表示如下： 
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其中 
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其中 0ε >� ， 0δ >
�

，符号∇表示梯度。 
定理 1：若 ( )ˆ 0θ ∈Ω

�
，所提分数阶投影算子(3)~(5)满足如下性质： 
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由于 1 2, 0η η >� �
， θ̂
�
收敛到了Ω中，且 ( )ˆ 0θ ∈Ω

�
。当 ( )T

Tˆ ˆ2 0p θ µ θ µ∇ = >
� �� �

，可推导出 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1 1
T 2 T 2

20 0
T T T T T 2

ˆ0 1 12 2 2 2
0 0 0 0

1
T 2

0
T T

12 2
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ1

2

n n

C
t n n

n

n

D Vα
θ

θ θ θ θ θ θ
θ µ θ θ θ µ θ θ θ µ δ

ε εθ θ ε εθ θ

θ θ θ
θ θ θ µ

ε εθ θ

+ +

+ +

+

+

 
− − 

≤ − − + 
 + +
  

 
− 

≤ − 
 +
  

�

� � � � � �
� � � � � � � �� � �

� � � �� � � �

� � �
� � � �

� �� �

 

其中 ( ) T 2
0

ˆ ˆ ˆ 0p θ θ θ θ= − >
� � � �

或
2

2
0θ̂ θ>

� �
。假设

2

0θ̂ θ ε= +
� � �

，其中 ε�为一任意正常数，则有 

( )
( )

12 T
0 T T T

ˆ0 1 22 2
00 0

ˆ ˆ2 ˆ ˆˆ ˆ1 1
2

n

C
t nD Vα

θ

ε εθ θ θθ θ θ µ θ µ
θε εθ θ

+

+

   +   ≤ − = −
   +    

�

�� � � �
� �� ��� �� �                    (8) 

其中 Tˆ 0θ µ >
� �

且 T 2
0

ˆθ θ θ>
� � �� 。因此 ˆ0 0C

tD Vα
θ
<� ， θ̂

�
被吸引到Ω中。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211462


孙珂，马志垚 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211462 4700 应用数学进展 
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则一定可得 ( )1
ˆη θ
��

是 nC 。至此，定理 1 证毕。 

4. 结论 

本文基于Caputo型分数阶导数相关定义和引理，提出了一种充分光滑的分数阶参数投影算子构造方

法。进而总结出了所提投影算子满足的四条性质，并给出了详细的证明过程。所提分数阶投影算子一方

面可用于分数阶系统中对于参数的抑制问题，还由于其充分光滑的特性适用于对参数反复求导的情况，

更利于实际应用。本文的不足之处在于只是给出了数学推导，缺少实际仿真算例的验证。在未来的工作

中，我们会对所提投影算子进行实际仿真验证，并推广到高阶参数系统的控制设计中。 
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