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Abstract: In this paper, the growth of solutions of higher order linear differential equation is investigates, 

 in the                1 2
1 2 2 1 0 0k k k az bz

k kf A z f A z f A z f A z e f A z e f 
            0jA z   were 

entire functions,    1 0,1, 2, , 1jA j k    ,a b,  are non-zero constant obtains their 1st, 2nd derivatives, 

differential polynomial of differential equations with function of small growth. 
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摘  要：本文研究了高阶线性齐次微分方程 

解的增长性，其中                1 2
1 2 2 1 0 0k k k az bz

k kf A z f A z f A z f A z e f A z e f 
        

 


0jA z  是整函数，   1 0,1, 2, , 1jA j k    ， 为非零复常数，得到了方程解的一阶导数，二

阶导数，微分多项式与小函数之间的关系。 

,a b

 

关键词：线性微分方程；整函数；小函数；收敛指数 

1. 引言与主要结果 

本文采用 Nevanlinna 值分布理论的标准记号[1-24]，用  f 、  f 和  f 表示亚纯函数  f z 的增长级、

零点收敛指数和不同零点收敛指数，用  f  和  f  表示亚纯函数  f z 取小函数的零点收敛指数和取小

函数的不同零点收敛指数。设二阶线性微分方程 

    01
1 0 0a za zf A z e f A z e f   

1

,                               (1.1) 

其中 是整函数，且    0 0,jA z j    1jA  ，   0 0,ja C j   1 。陈宗煊[1]研究了微分方程(1.1)的解的增

长性问题，大大推广和完善了 Frei M.[2]，Ozawa M.[3,4]，Gundersen G.[5]，Langley J. K.[6]关于二阶线性微分方程

(其中 为有限级整函数)解的增长性的结果。徐俊峰和仪洪勋在文[7]中进一步研究了  0zf e f Q z f     Q z
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二阶微分方程 的超越解与其小函数的关系。    1 0 0az bzf A z e f A z e f  

     k k
k kf A z f A  





本文在此基础上研究了高阶线性复微分方程 

         1 2
1 2 2 1 0 0k az bzz f A z f A z e f A z e f              (1.2) 

的解  f z 与其小函数  z

 
的关系。得到了下述结论。 

  0 0,1,2, , 1jA z j k  定理 设 是整函数，且   1jA  ， 是复常数，且 和 和 2b。如

果 是不恒为零的整函数且 ，则微分方程(1.2)的任意超越解

,a b 0ab  a b

 z   1    f z 都满足 

     f f f             . 

2. 证明定理所需的引理 

引理 1[8] 假设 ，其中   0,1, 2, , 1ja z
j jA h z e j k      0jh z  为整函数且级小于 1， ja 为互不相同的复

常数。则 

             1 2
1 2 1 0 0k k k

k kf A z f A z f A z f A z f 
         

的所有超越解的级都为无穷。 

引理 2[9-12] 设  f z 是超越亚纯函数且        1 1 2 2, , , , , ,q qf H k j k j k j     
0

是不同的整数对的有

限集合，满足 。假设 0 1, 2,i q i ik j    是个给定常数，则存在一集合  0, 2πE  ，其线性测度为零，

使得如果 [0, 2π) E   ，则存在常数  0 0 1R R   arg z，对满足  及 0z R 的所有 都有   H,k j
   
   

  1
k

k j

j

f z
z

f z

    。 

引理 3[13-15] 设      1 2, , , nf z f z f z n  2 为亚纯函数，      1 2, , , ng z g z g z 为整函数，满足下列条件： 

1) ；  1
0jn

jj
f z e




  

 g z

2) 当1 时，j k n    j kg z g z 是非常数； 

3) 当 0 ，1 时，j n  h k n        , , ,h kg g
jT r f o T r e r r E    。那么    0 1,2, ,jf z j   n 。 

在定理的证明中我们只需要如下形式： 

引理 4 设        1 2 1, , , ,n nf z f z f z f z 为亚纯函数，      1 2, , , ng z g z g z 为整函数，满足下列条件： 

1)    11
jn

j nj

 g z
f z e f z


    

； 

2) 当1 1，1 时，j n k n  jf z 的级小于  kg ze 的级。在 的情形，当2n  0 1j n   ，1 时，h k n  

 jf z 的级也小于    khg z g ze 的级。那么    2, ,f z n0 1,j 1j    。 

证明 因为条件 1)中的恒等式可以改写为    n g z    1
11

0j ng z
j nj

f z e f z e 


  ， ，故由引理 3 即可

得出 。 

 1 0ng z 

   0 1,2, , 1jf z j n  
引理 5[16] 设 都是有限级亚纯函数，如果0 1 1, , , , 0kA A A F   f z 是方程 

           1
1 1 0

k k
kf A z f A z f A z f F z
       

的一个无穷级亚纯函数解，那么  f z 满足      f f f     。 

3. 定理的证明 

证明 设  f z 是方程(1.2)的任意超越解，则由已知和引理 1 可知  f  。故 。  f   

下面我们证明  f     和  f    。 

1) 首先我们证明  f     。设      g z f z z  ，则        g f f f           ，

   g f    。 
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对微分方程(1.2)两边求导并整理得 

             31
1 1 2 1 1 01

0
kk k k j az az bz bz

k k j k jj
f A f A A f A A e f A e A e f A e f

 
   

            
 

 0  ,  (3.1) 

由微分方程(1.2)得 

   
3

2 1
10

1 k
k k j az

k jbz
j

f f A f A f A e
A e







 
f    

 
  ,                               (3.2) 

将(3.2)式代入(3.1)式并整理得 

         

     

3
0 01

1 1
10 0

0 0

2 1 2 1 0 1
0 0

        0

bz bz
k

k k
k k j k j k jbz bz

j

bz bz

az az bz az
bz bz

A e A e
f A f A A A f

A e A e

A e A e
A A e A f A e A e A e f

A e A e


 

    


    
          
   
   
   
            
  
  

 k j


 



.          (3.3) 

又由      g z f z z  可得 

f g    ,        1 1 1,2, , 2k j k j k jf g j k              1 1k k kf g ,    ,      1k kf g k   . 

将这 个等式代入(3.3)并整理得 1k 

         

     

   

3
0 01 1

1 1
10 0

0 0

2 1 2 1 0 1
0 0

0

1
0

      

      

bz bz
k

k k k j
k k j k j k jbz bz

j

bz bz

az az bz az
bz bz

bz

k
k bz

A e A e
g A g A A A g

A e A e

A e A e
A A e A g A e A e A e g

A e A e

A e
A

A e



 

    




    
          
   
   
    
            
   
   

 
   





   



 

     

3
01 1

1
1 0

0 0

2 1 2 1 0 1
0 0

      

bz
k

k k
k j k j k j bz

j

bz bz

az az bz az
bz bz

A e
A A A

A e

A e A e
A A e A A e A e A e

A e A e

 

 


j  

   


   
        
   

  
   
             
  

   









.          (3.4) 

假设 

 0

1
0

bz

k k bz

A e
h A

A e


  ,  

 0

1
0

bz

k j k j k j k j bz

A e
h z A A A

A e    


    1, 2, , 3j k  ,  

 
 0

2 2 1 2
0

bz

az
bz

A e
h z A A e A

A e


   ,      0

1 1 0 1
0

bz

az bz az
bz

A e
h z A e A e A e

A e


    . 

则(3.4)变为 

               
3

1 1
2 1

1

k
k k k j

k k j
j

g h z g h z g h z g h z g h z


  




     .                  (3.5) 

其中 
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               
3

1 1
2 1

1

k
k k k j

k k j
j

h z h z h z h z h z   


  




 
      

 
 



. 

若 ，即   0h z 

             
3

1 1
2 1

1

0
k

k k k j
k k j

j

h z h z h z h z    


  




    . 

又
   0 0

00

bz

bz

A e A
b

AA e

 
  ，  1 1 1

az az azA e A e aA e   故 

     1 13
0 0

1 1 2
10 0

0
1 1 1 1 1 0

0

       0

k k k jk

k k j k j k j k j
j

az bz

A A
A b A A A bA A A b

A A

A
A aA A A bA e A e

A

0
2

0

A

A

   
  




  

     


       



                         
 

       
 
 


.   (3.6) 

因为   0jA z  是整函数，   1 0,1,2, , 1jA j k    ， 是相互不同的复常数， 是不恒为零的整函数

且 ，所以由引理 2 知 

,a b  z

  1  

0
1 1 1 1 1

0

azA
A aA A A bA e

A




 
    

 
 

, 

和 
     1 13

0 0
1 1 2

10 0

k k k jk

k k j k j k j k j
j

A A
A b A A A bA A A b

A A
0

2
0

A

A

   
  

  

     


        
                         

 
. 

的级都小于 1，由引理 4 和(3.6)式可知 ，这与定理的条件矛盾，因而0 0A    0h z  。 

对于方程(3.5)来说，由于   0h z  及  g  和引理 5 可知 

       g f g f          . 

2) 其次我们证明  f    。对方程(3.1)两边求导并整理得 

             

       

4
2 1

1 1 1 1 2 3 2 1
1

2 1 0 1 0 0

2 2 2

         2 2 0

k
k k k k j az

k k k k j k j k j
j

az bz az bz az

f A f A A f A A A f A A A e f

A A e A e f A e A e f A e f


  

       


             

                
   


   (3.7) 

将(3.2)式代入(3.7)式并整理得 

           

     

4
0 02 1

1 1 1 1 2
10 0

0 0

3 2 1 3 2 1 0 2
0 0

2 2

         2 2

bz bz
k

k k k k j
k k k k j k j k j k jbz bz

j

bz bz

az az bz
bz bz

A e A e
f A f A A f A A A A f

A e A e

A e A e
A A A e A f A A e A e A

A e A e


  

        


   
             
  
  

   
             
 
 



     







0

1 0 1
0

         2 0
bz

az bz az
bz

f

A e
A e A e A e f

A e


   
 
 

 
        
 
 

. (3.8) 
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令 

       

   

0

1 1 0 1
0

2 20 0
1 1 1 0 0 1

0 0

2 20 0
1 1 1 1 1 1 0 0

0 0

2

        2 2 2

        2 2 2( )

bz

az bz az
bz

az bz az

az bz

A e
z A e A e A e

A e

A A
A aA a A e A bA e A e b b

A A

A A
A aA a A A bA b A e A bA e

A A




   

  
          

 
  

          
 

 

   0 0
2 1 0 1 1 1 0 1

00

0
1 1 1 1 0

0

( )

        

bz

az bz az az az bz az
bz

az bz

A e A
z A e A e A e A e aA e A e A e b

AA e

A
A aA A bA e A e

A




          
 

 
     

 

. 

由引理 4 易知  2 0z  ，且 和 都是亚纯函数， 1 z  2 z  1 1   ，  2 1   。由(3.3)可得 

         

   

4
0 01

1 1
12 0 0

0 0

3 2 3 2 1 2
0 0

1

   

bz bz
k

k k
k k j k j k jbz bz

j

bz bz

az
bz bz

A e A e
f f A f A A A f

A e A e

A e A e
A A A f A A e A

A e A e




 

    


    
             
   

  
    
             
   
   

 k j







.           (3.9) 

将(3.9)式代入(3.8)式并整理得 

         

   

0 02 11 1
1 1 1 1

2 20 0

4
0 01

1 2 1
1 20 0

2

        2

bz bz

k k k
k k k kbz bz

bz bz
k

k j k j k j k j k j k j k jbz bz
j

A e A e
f A f A A A f

A e A e

A e A e
A A A A A A A

A e A e

 
 




 
   



         


  
              
      
  
            

    

  

   

     

0 01
3 2 1 3 3 2 3

20 0

0 01
2 1 0 2 2 1 2

20 0

        2

        2 0

k j

bz bz

az
bz bz

bz bz

az bz az
bz bz

f

A e A e
A A A e A A A A f

A e A e

A e A e
A A e A e A A A e A f

A e A e









  
             

    
  
               

    

.  (3.10) 

令 

1
1 1

2
k kH A


   ,                                                           (3.11) 

20 0 01
2 1 1 1

0 0 2 0

2 2k k k k

A A A
H A A b b A b

A A A


   

    
         

  





,                        (3.12) 
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 

20 0
1 1 2

0 0

01
1

2 0

2 2

          1, 2, , 3

k j k j k j k j k j

k j k j k j

A A
H A A A A b b

A A

A
A A A b j k

A




       

   

   
          
  





          


,                        (3.13) 

20 0 01
1 3 2 1 3 3 2 3

0 0 2 0

2 2az A A A
H A A A e A b b A A A b

A A A




     
                




,              (3.14) 

  20 0 01
0 2 1 0 2 2 1 2

0 0 2 0

2 2az bz azA A A
H A A e A e A b b A A e A b

A A A




                      





.       (3.15) 

则  0 1 1 1, , 1, 2, , 3 , ,k j k kH H H j k H H    都是亚函数，并且 

 0 1H  , ,  1 1H     1 1 1,2, , 3k jH j k      ,  1 1kH   , .   1kH 

设  h z f   ，则 和     h f f         h f     ，且 

f h    ,        2 2 1, 2, , 3k j k j k jf h j k         , 

     2 2k k kf h    ,      1 1k k kf h  1    ,      2k kf h k   . 

将这 个等式代入(3.10)式并整理得 1k 

       

        
41 2 2

1 2 1 1 01

41 2 2
1 2 1 11

      

kk k k k j
k k k jj

kk k k k j
k k k jj

h H h H h H h H h H h

H H H H H0    

   
   

   
   

    

      


 

.          (3.16) 

令 

2 20 0
1 1 1 1 1 1 1

0 0

2 2
A A

B A aA a A A bA b A
A A

 
       , 0

2 1 1 1
0

A
B A aA A bA

A 1


    . 

则 都是亚纯函数，且1 2,B B    1 21, 1B B   。由 1 和 2 的表达式以及(11)~(15)式我们有 

1 1
2

1
k kH F

  , 2 2
2

1
k kH F

  ,  1 1
2

1
1,2, , 3k j k jH F j k

      , 1 1
2

1
H F


 ,  2 2

0 0 0
2

1 bzH F A e


  . 

其中 

 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0

0

2 2az bz
k k k k k k

A
F B A A aA A A A bA A e A A A bA e

A     

          
 

, 

 

20 0 0
2 1 1 2 1 1

0 0 0

20 0 0
0 1 1 1 0 0

0 0 0

2 2

       2 2 2

az
k k k k

bz
k k k

A A A
F A A b b B A b B e

A A A

A A A
A A A b b A b A bA e

A A A

   

  

                  
     
                    
     

 

 

20 0 0
1 1 1 2 2 1 1

0 0 0

20 0
0 1 1 2 0 0

0 0

2 2

        2 2 2

az
k j k k j k j k j k j k j k j k j k j k j

k k j k j k j k j k j k j

A A A
F A A A A bA b A B A A A bA B e

A A A

A A
A A A A A bA b A A bA A

A A

              

        

                    
    

  
           

 





0
1

0

bz
k j k j k j

A
A A bA

A   

       
   

e

,

  1,2, , 3j k 
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   

2 20 0 0 0
1 3 2 3 3 2 3 2 3 3 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

20 0 0
0 1 0 3 2 3 3 3 0 0 3 2 3 3

0 0 0

2 2

    2 2 2

az az

a b z

A A A A
F A A bA b A B A A A bA B e A A aA A bA e

A A A A

A A A
A A e A A A A bA b A A bA A A A bA

A A A


                             
      

    
               

  
bze

  
 
  





, 

    

   

20 0 0
0 2 2 2 2 2 3 2 3 3 1 0 2 0 1 1

0 0 0

20 0 0
2 2 2 2 0 0 0 3 2 3 3 1 1 2

0 0 0

2 2

    2 2 2

a b zaz

bz

A A A
F A A bA b A B A A A bA B e A B A A aA e

A A A

A A A
A A bA b A A A bA A A A bA e A bA B e

A A A

                       
     
                        
     

2 2 2
0

az bz

2

A e

. 

故 。令    1 0,1,2, , 1jF j k   
        31 2 2

1 2 1 11

kk k k k j
k k k jj

H H H H H 0H       
   

       



, 

由方程(3.16)可知 

       41 2 2
1 2 1 1 01

kk k k k j
k k k jj

h H h H h H h H h H h H
   

   
     .              (3.17) 

因此 
       

       

1 2 2
3

1 2 1 1 01

1 2 2
3 2 2

2 1 2 1 1 0 01
2

1

k k k k j
k

k k k jj

k k k k j
k bz

k k k jj

H H H H H

F F F F F A e

    
    

    
     

   


   

   


   

 
       
 

 
         

 




. 

由前面的分析，可将 H 改写为如下形式 

         ( ) 2 2
1 2 3 4 5

az bz a b z az bzH f z e f z e f z e f z e f z e     . 

类似前面的方法可证明    1 1 5jf z j    满足引理 4 的条件，如果 0H  ，分两种情况：如果 2a b ，再由

定理的条件 或 有 。类似地，如果a b 2a b  5 0f z  2a b ，同样也可以得到结论 。  5 0f z 

另一方面，我们知道    2
5 0 0f z A z  。从而得出矛盾。即证明了 0H  从而也有 

       31 2 2
1 2 1 1 01

0
kk k k k j

k k k jj
H H H H H        

   
      . 

所以，对于方程(3.17)由 及 ，由引理 5 可知 0H   h  

         h f f h f             . 

由(I)和(II)可知，在定理条件下有 

     f f f             . 
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