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摘  要 

本文主要研究了指数函数型弹性外边界条件下偏微分方程的定解问题。首先，介绍了弹性外边界条件下

偏微分方程的定解问题。其次，给出了定解问题解的相关定理以及相似结构解的构造步骤，为后续求解

奠定了理论基础。最后，通过运用Laplace变换法和Gaver-Stehfest数值反演法，成功解决了相关微分方

程的定解问题，并得出了结论。引入函数型弹性外边界条件的研究不仅拓宽了偏微分方程定解的研究范
围，同时也使得弹性外边界条件更贴合实际问题，具有更高的实用性和应用价值。本研究在理论和方法

上都取得了一定的突破，为类似问题的研究提供了新的思路和方法，具有一定的学术价值和实用意义。 
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Abstract 
In this paper, we mainly study the definite solution of partial differential equations under expo-
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nential function type elastic outer boundary conditions. Firstly, the definite solution of partial dif-
ferential equations under elastic external boundary conditions is introduced, and its application 
in practical problems is discussed. Then, the related theorems of the solution of the definite solu-
tion problem are given, and the construction steps of the similar structure solution are introduced, 
which lays a theoretical foundation for the subsequent solution. Finally, by using Laplace trans-
form method and Gaver-Stehfest numerical inversion method, the definite solution problem of re-
lated differential equations is successfully solved, and the conclusion is drawn. The research on 
the introduction of functional elastic external boundary conditions not only broadens the research 
scope of the definite solution of partial differential equations, but also makes the elastic external 
boundary conditions more suitable for practical problems, which has higher practicability and ap-
plication value. This study has made some breakthroughs in theory and method, and provides new 
ideas and methods for the study of similar problems, which has certain academic value and prac-
tical significance. 
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1. 引言 

偏微分方程及其系统作为描述真实世界现象的数学模型，在物理科学和工程等领域中广泛应用。在

实际应用中，满足一些附加条件的偏微分方程的解，如初始条件边界条件，是一个常见的问题。因此，

研究偏微分方程定解问题的解在物理现象的研究中具有重要的作用。国内外的学者都在这一领域做了大

量的研究。目前，为了更有效地解决实际问题，研究者逐渐将由弹性概念推导出的弹性外边界条件引入

到偏微分方程的定解中。 
弹性反映了一个变量的变化对另一个变量的变化的敏感性。1920 年，Marshall [1]首次提出了需求弹

性的概念。然后，Woods 和 Sauro [2]给出了弹性和弹性系数的公式。Madenci 和 Dorduncu 等人[3]利用微

分算子得到了线性和非线性偏微分方程的数值解。他们所研究的模型的边界条件是狄利克雷特征和诺伊

曼特征的边界条件。Yang 和 Goodyer 等人[4]介绍了一种新的软件工具，用于求解抛物线性和非线性偏微

分方程的有效解。它适用于两个不同的样本问题，说明了该工具的灵活性和稳定性。Abraham-Shrauner [5]
利用幂指数法识别了非线性偏微分方程的双曲函数的两个特征中的任意一个或雅可比椭圆函数的三个特

征中的任意一个在自变量平移下不变的可能的精确解析非线性解。Benamou 和 Froese 等人[6]将经典的涉

及偏微分方程 Lie 对称的“直接”技术应用于粘度系数广义伯格斯方程的边值问题，并求解了特定的子

情况。然而，这种方法也有其局限性。Polyanin and Zhurov [7]导出了具有有限松弛率的粘性不可压缩流

体的非线性微分–差分运动方程，并给出了相应的精确解。所得结果可用于解决粘性流体微分–差分模

型的一些水动力学问题。Lee 和 Manteuffel [8]提出了一个结合非线性偏微分方程的牛顿线性化和 FOSLL
离散化方法的自然框架。Yang 和 Deng 等人[9]提出了 Riccati-Bernoulli 子 ODE 方法来构造非线性偏微分

方程的精确行波解、孤立波解和尖波解，并给出了 Riccati-Bernoulli 方程的 Backlund 变换。该方法为求

解数学物理学中的一些非线性偏微分方程提供了一个强大而简单的数学工具。Quarteroni 等人[10]总结了
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域分解方法的基本思想。该方法是一种求解线性或非线性系统的迭代方法。Grande 等人[11]介绍并分析

了一种新的平稳光滑曲面上椭圆型偏微分方程的高阶有限元方法。数值实验结果表明，该方法具有高阶

收敛性。 
以上研究中的弹性系数被视为常数来处理，而实际情况中，弹性系数往往与时间相关，因此，基于

以上研究，本文研究了指数函数型弹性外边界条件下线性偏微分方程的定解问题，旨在更加贴合实际外

边界条件。本文的研究拓宽了偏微分方程定解问题的研究范围，利于简化此类定解问题的求解过程，方

便相关研究的计算。这对于实际问题的解决具有重要的意义，也为相关领域的进一步研究提供了一定的

参考和借鉴，有望在物理现象的研究和工程应用中发挥重要作用。 

2. 函数型弹性外边界条件下偏微分方程的定解问题 

定理 1：在本节中，我们提出以下线性偏微分方程的定解问题： 
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这里 D，E，F，N，a，b 是常数， 2 2 0E F+ ≠ ， ( ) [ ]1 ,p x C a b∈ ， ( ) ( ) [ ]2, ,q x r x C a b∈ ， ( ) [ ]1 0,g t C∈ ∞ ，

( ),x tε 为弹性系数。 
接下来，我们研究如下函数型弹性外边界条件下偏微分方程的定解问题： 
函数型弹性系数： 

( ) ( ) ( ), eh x t f xx tε +=  

对上述偏微分方程的定解问题(1)进行关于 t 的拉普拉斯变换[12]， 
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然后将定解问题转化为以下边值问题： 
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其中 z 为拉普拉斯空间变量。 
在边值问题(2)解存在唯一性的前提下，函数型弹性外边界条件下偏微分方程定解问题(1)的拉普拉斯

空间解为： 
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其中： 

( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

0,0 0,1

1,0 1,1

e , , , , , ,0
,

e , , , , , ,0

f b

f b

x b z h b N x b z
G x z

a b z h b N a b z

Ψ + Ψ
=

Ψ + Ψ
                  (4) 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 2
,

1 2

d , d ,
, , ,

d d

d , d ,
,

d d

m n

m n m n

n m

n m

y x z y z
x z

x

y z y x z
m n Z

x

η ξ η τ
ξ η τ

ξ

ξ η τ η
ξ

+

−
Ψ =

−
− ∈

              (5) 

其中 ( )1 ,y x z 和 ( )2 ,y x z 是定解方程 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
d d , 0

dd
y yp x q x r x z y x z

xx
+ + − =   的两个线性无关解。 

最后，利用 Gaver-Stehfest 数值反演方法[13]得到了方程(3)在指数函数型弹性外边界条件下定解问题

的实空间解： 
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这里： 
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3. 定解问题的解的相似构造求解步骤 

在求解定解问题(1)的过程中，根据第 2 节定理 1 和定解问题的求解过程，针对指数函数型弹性外边

界条件，易于构造定解问题(1)的解。具体步骤如下： 
步骤 1：拉普拉斯变换 
对偏微分方程弹性边界条件下定解问题(1)进行拉普拉斯变换将其转化为边值问题(2)。 
步骤 2：求解定解方程 
通过求解边值问题(2)的定解方程，得到了定解方程的两个线性独立解 ( )1 ,y x z 和 ( )2 ,y x z 。 
步骤 3：构造引解函数 
对于指数函数型弹性外边界条件下的边值问题，利用两个线性独立解 ( )1 ,y x z 和 ( )2 ,y x z 构造引解函

数 ( )( ), , , ,m n x zξ η τΨ ，如式(5)所示。 
步骤 4：构造相似核函数 
对于边值问题(2)，利用引解函数 ( )( ), , , ,m n x zξ η τΨ 和弹性边界条件的系数 ( )e f b

，H 构造相似核函数

( ),G x z ，如式(4)所示。 
步骤 5：求出边值问题的解 
通过组合相似核函数 ( ),G x z 和非齐次内边界条件下的系数 ( )g z ，E，F，得到边值问题(2)的解，如

式(3)所示。 
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步骤 6：求出定解问题的解 
利用Gaver-Stehfest数值反演法[13]得到了指数函数型弹性外边界条件下的定解问题的解，如式(6)所示。 

4. 实例计算 

基于以上定解问题的求解步骤，接下来举如下例子加以验证。 
例：求解如下指数函数型弹性外边界条件下的定解问题： 
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对上述偏微分方程的定解问题(8)进行关于 t 的拉普拉斯变换： 
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然后将定解问题(8)转化为如下边值问题： 
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( )0I zx 和 ( )0K zx 是方程
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1 0y y zy

x x x
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

的两个线性无关解[14]。这里 ( )0I  和 ( )0K  分别是第

一类和第二类变型 Bessel 函数。 
根据定理 1，边值问题(9)的解为： 
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对方程(10)使用 Gaver-Stehfest 数值反演法[13]，得到指数函数型弹性外边界条件下定解问题(8)的实

空间解为： 
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这里 jV 为(7)式。 

5. 结论 

本文提出了函数型弹性外边界条件下偏微分方程定解问题，采用 Laplace 变换、待定系数法和

Gaver-Stehfest 数值反演方程对定解问题进行求解，总结出了函数型弹性外边界条件下偏微分方程定解问

题的解的相似构造步骤，相似构造出的解使得实空间解的形式相对简单，利于相关研究的计算。需要指

出的是，本文所提出的函数型弹性外边界条件下偏微分方程定解问题的求解方法还需要进一步的实例检

验和数值模拟，以验证其在实际问题中的可行性和有效性。此外，本文提出的指数型弹性系数还可以替

换为多项式型弹性系数，所研究的模型及方法也可以进一步扩展到非线性偏微分方程的定解问题中，以

期获得更加广泛的应用。 
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