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Abstract: The existence of solutions and positive solutions for a class of fourth-order three-point boundary 
value problems is investigated in this paper. Employing the Green function of a third-order three-point 
boundary value problem, the equivalent integral equation system is established, and some sufficient condi-
tions of existence of solutions and positive solutions are obtained for this class of fourth-order three point 
boundary value problems. 
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摘  要：研究了一类四阶三点边值问题解与正解的存在性。利用一类三阶三点边值问题的 Green 函数，

建立了等价的积分方程组，得到了该类四阶三点边值问题解和正解存在的充分条件。 
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1. 引言 

本文研究下列非线性四阶三点边值问题的解和正解的存在性： 

        
         
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        .
                   (p) 

始终假定  : 0,1f R R R   或  : 0,1f R R R    连续，其中  0,R   。 

在  0,1C 中取范数    
0 1
max , 0,1

t
y y t y C

 
  。我们称 y 是问题(P)的一个正解，如果 y 是问题(P)的解，并

且 。   0,0  1y t t 

四阶常微分方程边值问题是熟知的刻画弹性梁状态的数学模型，在弹性力学和工程物理中有广泛的应用。

本文将在较一般的情况下研究问题(P)，不要求非线性项 f 有界，同时允许边界条件是非齐次的。 

2. 预备知识 
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设 1  时，设    
 
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 


t B

,C

。易知： 
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计算可知： 

当 0 1  1, 1或   时，    
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当 0  1, 1或   时，      
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2 2 2 1t
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记   
0 1

max , max
t

A t 
 

 。 

引理[1,2] 设 1  ，则三阶三点边值问题 
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的 Green 函数 

   

     
   

    
  

2 2

2 2

2 2

2

2 1 1 ,   min ,  

1 1 ,               ,1
,

2 1 2 1 ,  ,

1 ,                                   max , .

ts s t s s t

t t s t s
G t s

ts s t s s t

t s t s

  

  

   



     

      

      


 

,

 

是    0,1 0,1 上的连续函数。 

当
1

1 


  时，    0 ,G t s g s        , 1,1 0,1t s   ，其中   1
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由计算可知： 

1  2 或 时，1, 1     
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3. 主要结果与证明 

定理 2.1 设 1,   : 0,1f R R R   。如果存在
1 1

1,
m

m k
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
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则问题(P)至少有一个解  4 0,1y C  ，满足 
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          y m d y k m d        

证明 考察赋予范数    1, max ,y x y k x 的 Banach 空间    0,1 0,1C C 。 

设     ,0 1x t y t t   。则问题(P)等价于微分方程组 
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该微分方程组又等价于积分方程组 
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则上述积分方程组等价于不动点方程 

   , ,T y x y x         , 0,1 0y x C C  ,1  

由 Arzela-Ascoli 定理[7]易知      1 2, : 0,1 0,1 0,1T T C C C  均是全连续的。由此 

       : 0,1 0,1 0,1T C C C  0,1C 也是全连续的。 

设         , 0,1 0,1 : ,m dV y x C C y x m       d 。显然 m dV  是一个包含  0,0 的有界凸闭集。 

,则 , m dy x V   , y m d x k m d    。由定理 2.1 条件我们知 
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由此知       1
1 2, max , , ,T y x T y x k T y x m d   。 

因此： 。 : m d m dT V V  
根据 Schauder 不动点定理[6]，存在  , m dy x V 

 
 ，使得    , ,T y x y x    。于是 y 是问题(P)的一个解 

 2 0,1y C  ，且满足   y k m d      ,y m d  ，显然  4 0,1y C  。 

定理 2.2 设
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
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则问题(P)至少有一个非负非减解  4 0,1y C  ，满足 
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          y m d y k m d        
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则  : 0,1f R R R   连续，并且 
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根据定理 2.1，边值问题 
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 ，满足   , y m d y k m d     有一个解 y  0 1t，并且对于  ， 
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结合
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解 是非减的且 。所以 。再由 y t  0y A     0,0 1y t t    f 的定义，对于 0 1t  ， 

           , , , ,f t y t y t f t y t y t          
   
 .  

因此 y 是问题(P)的一个非负非减解。并且 

     
0

d
t

y t A y s     s

ds

 

             1

0
, , ,y t t G t s f s y s y s      
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如果 ，则 。如果0A    0,0 1y t A t     2 2 0B C  ，则  t 不恒为零，于是 0  。由于 是 t  0,1 上

的非负凹函数，于是        n ,1 0,0t t mi  1t y t t    [5]。因此  y t 是  0,1 上非负严格增函数，则 

。   0y t
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若 ，则 恒为零。又因为存在0A B C    t  ，使得  ,0,0 0f   ，可知零函数不是问题(P)的解[3]。则 0y  ，

并且   0y   [4]。根据引理知 
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所以  y t 在 ,
 

 
 

上非负严格增函数，则   0, ,1y t t



      
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4. 应用举例 

例 考察边值问题 
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相应条件中
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. 

 满足  9, 3y y    。 根据定理 2.2，该边值问题存在一个正解 y
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