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Abstract: First, we make a primary comparison of the  ,  -topology and the topology of convergence in 

probability for . Then, using the relation of the two kinds of topologies for , we give a proof 

of Stricker’s lemma based on a result in the theory of random normed modules. At last, we show that the ran-

dom normed module 

 pL   pL 

 L S
p  is complete if and only if  is complete. S
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摘  要：首先，本文对 上的 pL   ,   -拓扑和依概率收敛拓扑作了一点初步的对比。接着，以  pL 

为桥梁，利用其上两种拓扑的关系，运用随机赋范模理论中的一些结果给出 Stricker 引理的证明。最后，

本文证明随机赋范模 生成的随机赋范模S  pL S 是完备的当且仅当 是完备的。 S

 

关键词：随机赋范模；  ,  -拓扑；依概率收敛拓扑 

1. 引言 

2009 年，数理金融学家 D. Filipović, M. Kupper 和 N. Vogelpoth 在[1,2]中提出了研究条件风险度量理论的模

途径，其中极其关键的一点是，他们引入比 pL 空间更广泛的具有模结构的  pL  空间作为模型空间。2011 年，

郭铁信在[3]中证明 空间可作为统一研究先前文献中提出的最主要的几类条件风险度量的最一般的模型

空间。在随机赋范模(简记为 模)及其随机共轭空间理论的框架下，以

 pL 

RN   pL  空间作为模型空间的条件风险

度量的 Fenchel-Moreau 型表示定理已经得到清晰的阐释。要进一步发展以  pL  空间作为模型空间的条件风险

度量理论，例如，考虑此类条件风险度量的优化问题，对  pL  空间的各种性质的研究是必要的基础。 

注意到在 上可赋以两种重要的拓扑：一种是在 -模及其随机共轭空间理论框架下自然使用的 pL  RN
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 ,   -拓扑，一种是作为由随机变量等价类所构成的空间自然具有的依概率收敛拓扑。尽管  ,  -拓扑是研究

的主要拓扑，但是依概率收敛拓扑是风险度量理论乃至数理金融研究文献中广泛使用的拓扑。要充分开

发 在条件风险度量理论研究领域中的应用，对于

pL 
pL


   pL  空间上的  ,  -拓扑和依概率收敛拓扑作一些对

比研究是有益的。二者的对比将有助于 -模及其随机共轭空间理论在条件风险度量理论研究中的进一步应用。

本文以 为桥梁，利用其上两种拓扑的关系，运用 -模理论中的一些结果，给出在数理金融领域多时期

市场资产定价基本定理的研究中有着重要作用的 Stricker 引理的证明。 

RN

 pL RN

另外，本文还将考虑比 空间更一般的空间 pL   pL S

S

，其中 是一个 -模，此类空间由郭铁信于文[4] 

中类比引入。注意到 生成的赋范空间 在一些关于 的研究中所起的桥梁作用(参见，例如[5,6])，从 -

模及其随机共轭空间理论来说，对于空间

S RN

S  SpL RN

 SpL 的研究可能会为今后对于 -模 上的问题的研究增加工具。

本文证明了 完备当且仅当 完备。 

RN S

 SpL S

2. 相关的概念和记号 

本文将采用如下记号，  , , P 



表示一个概率空间， 为正整数集合， 表示实数域 或复数域C ，

表示 上的所有 -值 -可测随机变量的等价类在通常的点式加法、乘法和数乘运算下所成的代数。

N K R

0 ,L 

 0L 

K  K

0L   表示 上的所有实值(相应地，广义实值) -可测随机变量等价类所成的集合，其上具有序关系

：

 

     当且仅当    0 0    ， ，其中- . .P a s 0 和 0 分别是 与的任一代表元，对于 ,  0L  0L  的

任一非空子集 , 和 分别表示 的本性下确界和本性上确界。符号     0L 以及 分别表示

非负以及 严格正的 -可测实值随机变量等价类的全体。对所有

 0L - .P a .s

 K- .P a s.  0 ,L  以及 ， 0
 L   和 1 分

别表示随机变量 0 与 的等价类，这里 0 0  1
 是 的任一选定的代表元，而 0 是的任一处处严格正的代表

元。最后，对于适当的   , 0L   E E和   将分别表示 的期望以及 关于 的子 -代数的条件期望。

关于本性上(下)确界和条件期望等概念请参考测度论教材[7]。 

定义 2.1[3,4] 称有序对  ,S  为数域 上以  K , , P  为基的一个随机赋范模(简记为 -模)，如果 是代数

上的左模，

RN S

0 ,L  K · 是从 到S  0L 的映射，使得如下三条公理满足： 

(RN-1) x x  ， 以及 , K 0L   x S  ； 

(RN-2) , ,x y x y x y S     ； 

(RN-3) 0x  蕴含 x 是 中的零向量。 S

例 2.2 显然， 是自身的一个左模，0 ,L K    0 , 上以  , , P  为基的一个 -模。 RN,L K K 就是数域

设  ,S  为数域 K 上以概率空间 为基的一个 -模， 为 的一个子   , ,   RNP 1,p -代数，   。如下

我们引入由 生成的赋范空间 和 生成的 -模S pL S   SpLS RN 。 

定义 上的映射S  · : 0,
p

S   为：对于任一 x S ， 

 
 

1

, 1

, .

p p

p

E x p
x

esssup x p






;  

 
  


 

以及映射  0

,
· :

p
S L


 为：对于任一 x S ， 

 
  

1

,
0

, 1 ;
p p

p

E x p
x

L x 




, .p

  


 
 

 
 

 





 

 记  pL S
p

x S x    ，     0p

p
L x SS x L    ，则可知   ,p

p
L S  为数域 K 上的一个赋范空间，
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  ,
,p

p
L S   为数域 K 上以 为基的一个 -模。在 明确，不会引起混淆的情况下， , , P   RN 

,
·

p 
简记为

·
p
。 

对于两种极端的情况：如果 ，则    ,p

p
L S  就是  ,S 自身；如果 为平凡  -代数 ,  ，则

  ,p

p
L S   即是由 生成的赋范空间   ,p

p
L S  。由于对于任给  px L  S ，若令 1

p
S x  ，则有

，且 0L   1 px L S  ，易知 

          0 0 , ,p p pL x L x LS S S      L L  

-代数并且 ，则有     p pS SL L  。 进而，如果 也为 的一个子 

当 -模RN  ,S  为   0 ,  时，我们记    p LSL   
p ，此时  L SpL 空间就是熟知的全体 -可积(或者本

性有界，如果 ) -可测实值随机变量等价类构成的 Banach 空间

p

p   pL 。 

在本文中，任给 -模RN  ,S  ，S 上都被赋予  ,  -拓扑。此种拓扑最初是 B. Schweizer 和 A. Sklar 为研究

概率度量空间理论而于 1961 年引入的，更多内容请参见专著[8]。对于本文，我们提请读者记住： -模 上

的

RN S

 ,   -拓扑是一个可度量化线性拓扑， 中的序列S  ,nx n N 依  ,  -拓扑收敛于 x S 当且仅当序列

 ,nx x n N  依概率 收敛于 ；因而特别地，0   , ,L K0  上的  ,  -拓扑就是熟知的依概率收敛拓扑。 P

3. 上两种拓扑的对比  pL 

 pL  作为实数域上以  , , P  为基的 -模，在 -模及其随机共轭空间理论框架下，其上自然赋以RN RN

 ,  -拓扑，具体地，序列 ,nx n N 依  ,  -拓扑收敛于 x S 当且仅当  0L  中的序列 ,n p
x x n N  依

概率收敛于 0；另一方面， 作为 的一个子集，其上具有依概率收敛拓扑。 上的 pL   0L  pL   ,  -拓扑和

依概率收敛拓扑都是可度量拓扑，下面将说明前者强于后者。实际上有下述更一般的结论。 

定理 3.1 设  ,S  为数域 K 上以概率空间  , , P  为基的一个 -模， 和 为 的两个子RN     -代数且

，   1,p  。那么，如果 ,nx n N 为   ,
,p

p
SL  

中的Cauchy列，则它也是   ,
,SpL p



中的Cauchy

列。 

证明 对于 ，由定义，p  
, ,

x x
 


 

对任给  px L S  成立，结论是显然的。 

对于1 ，采用反证法。假设p   ,nx n N 不是  L S
p 中 Cauchy 列，则存在 0  以及 0 1  ，使得

任给正整数 ，存在两个正整数 满足L m n  L   m,nP A  ，其中 

    ,
, .n m p

A n m x x     


 

注意到条件期望的性质， 

          
1 1 1 1

, ,, , ,
,

p pp p p
,

p p
n m n m n m A n m A n m A n mp p p

x x E x x E x x I E I E I                          
   



 

其中 为 ,A n mI  ,A n m 的特征函数。令   
1

,
p

A n mE I     ，则 0 1  且   ,pE P A n m   ，因而 

      ,p p p pE E I E I P               

于是   pP       ，进而 

  ,
,p

n m p
P x x        


 

结合前述，上式即说明 ,nx n N 也不是  pL S 中的 Cauchy 列，矛盾。 
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推论 3.2 上的 pL   ,  -拓扑强于依概率收敛拓扑。 

证明 在上述定理 3.1 中，取  ,S  为   0 ,L  ， 取为 同时取成 ，则可见 中   pL   ,  -拓扑下

的收敛列也必是   0 ,L  中的收敛列，也即必然按概率收敛。 

一般而言，上述结论中两拓扑的强弱关系是严格的。考虑极端的情形， 为平凡  -代数 ，此时 , 

  ,p p
L   就是 Banach 空间   , ,p

p
L R  ，其上的  ,  -拓扑就是 pL 范数拓扑，熟知一般情况下它是严 

格强于依概率收敛拓扑的。 

接下来是一个利用  ,  -拓扑的结果解决依概率收敛拓扑下的问题的例子：我们将以 为桥梁，运用

-模理论中的结论来证明如下结果： 

 pL 

RN

Stricker 引理 设  是一概率空间， 为 的子, , P     -代数， 是1, , nY Y  0L  中给定 元，则 n

 0

1

  , 1, ,
n

i i i
i

S Y L i 


 
   
 
  n  

在依概率收敛拓扑下是 中的闭子集。  0L 

在数理金融学关于资产定价未定初始值的单周期市场模型中，设 表示第 i 种资产在一个周期的单股(折现) iY

净收益，而 i 表示现有信息 下在此周期持有的第 种资产的股数，那么 i
1

n

i i
i

Y

 就表示此周期的(折现)净收益， 

从而上述集合 表示全体可能的(折现)净收益，Stricker 引理断言 在依概率收敛拓扑下是 中的闭子集，

这个事实在多周期市场模型资产定价基本定理的证明中有重要作用，参见教材[9]第 1 和第 5 章。我们下面给出

的证明，其基础是 -模中有限个元生成的子模总是完备的，此结论蕴含在[10]推论 2.7 的证明中。 

S S  0L 

RN

Stricker 引理的证明 设 ,nx n N 为 中依概率收敛 Cauchy 列，则S  ,nx n N 依概率收敛于某  0x L  ，

只须证明 x S 。依 Riesz 定理，存在 ,nx nN 的子列   ,n kx k N . .sP a 收敛于 x ，由此 

   0
1: 1k n kX x L      。令 

1

1
n

i
i

Y Y


  , Z XY ， 

则
   

1
n k n kx x

Z X
  且

 
,

n kx
k N

Z

  
  

 . .P a s 收敛于
x

Z
。 

对每个 ，记i i
i

Y
Z

Z
 ，可知 1i

i

Y
Z

Y
  ，于是所有的  1

iZ L  。若设T Z ，则可见 1 S

   0 1

1

, 1, ,
n

i i i
i

T Z L i n L 


     
 
    ， 

且T 为 的有限生成的子模，因而 为 -模 1L  T RN  1L  中  ,  -拓扑下的完备子集。因为
 n kx

T
Z

 ，并且根

据 Lebesgue 控制收敛定理，当 时，k   
0

n kx x

Z Z

 
E   
  

 .s， .P a ，也即
 

,
n kx

k N
Z

   
  

在 中依 L 
1  ,  -

拓扑收敛于
x

Z
，于是可知

x
T

Z
 ，进而有 x ZT S  。 

4.  pL S 的完备性 

设  ,S  为数域 K 上以概率空间 为基的一个 -模， 为 的一个子 , , P   RN  -代数，  1,p 

 pL S

，本节

的目的是证明 -模 完备当且仅当 完备。为此我们先建立 完备和其生成的赋范空间 完备二者RN  SpL S S
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的等价性。 

定理 4.1 若 完备，则对于所有S  1,p  ，  pL S 都是完备的。 

证明 时，结论是显然的，因而我们假设p    1,p  。设 ,nx n N 为 中( )p SL 的一个 Cauchy 列，即

有，当 ,m ，n  时 0
p

m nE 由此x x  ， 0
P

m nx x  ，从而 ,nx n N 也必为 S 中的一个 Cauchy 列，故收

敛于某 x S 。 根据 Fatou 引理， 

lim
p p

m n m n
n

E x x E x x


    

S

， 

因而 ，进一步对 取极限，有  px L m

lim lim lim 0
p p

m m
m m n

E x x E x x
  

n    ， 

由此即说明 ,nx n N 在  pL S 中收敛于 x 。 

定理 4.2 若对于某一  1,p  ， 是完备的，则 完备。  pL S S

证明 设 ,nx n N 是 中的一个 Cauchy 序列，则S  ,nx n N 是  0L  中的 Cauchy 列，于是存在子列 

  k N . .P a s 收敛于某 ，进而 0L      0
1 1k n kx L     



。对任一 ，记 ，则 k N  
1

k n ky x,n kx

 ,ky k N 也是 中的 Cauchy 列。只须证明S  ,ky k N 收敛于某 y S 。事实上，如果证明了这一点，那么我

们易见 ,nx nN 收敛于 y 。 

A. 先证明 的情形。  1,p 

显见 1ky  ，由此 ，依据 Lebesgue 控制收敛定理我们可知， p
ky L S  ,ky k N 也为 中的 Cauchy

列，由 的完备性可设其在 中收敛于

 pL S

 pL S  SpL  py L S ，此即蕴含 ,ky k N S在 中收敛于 y S 。 

B. 接下来证明 的情形。我们将分两步完成证明。 p  

(1) 先证明 具有可数连接性质。 S

为此，任取 中的一个序列 以及S ,np n N  的一个可数 -剖分   ,A n n N ，我们需要找到 p S 使得

    nA n A nI p I x  (其中  A nI 表示  A n 的特征函数的等价类)。下面我们将 构造出来。 p

对于每一个 ，我们可适当选取n N  0
n L   使得

1

2n n n
p  ，例如可取

 
1

2 1
n n

np
 


，令

 
1

n

n A i
i

q I i ip


   。可知 ，并且  是 q L Sn ,q n Nn  SL 中的一个 Cauchy 列，由于 完备，因而

收敛于某 。 

 L S

 ,nq n N  q SL

根据我们的构造，可知     ,n nA n A nI q I p n N    p q。记 ，令     1 0

1
iA i

i

I L  




   


，则有  

         
1

n n n nA n A n A n A n A n  ,I p I q I     I p I p n N    
， 

这即说明 正是我们所寻。 p

(2) 证明 的完备性。 S

由于 ,ky k N 也是 中的 Cauchy 列，即有 S

  
,
lim 1, 0k l

k l
P y y  


     



， 

因而可选取严格增趋于 的正整数序列 使得，对任一   ,k m m N i N ， 

      2 1 2 , ,k l k
i i

mP y y l m          i ， 

设 是 B i       1 2 i
k i k iy y 

   的代表元， 1,2,i  ，则    1 2 iP B i   。令    
i n

A n B




 i ，则 
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        1

1
1 1 1 2 1

2

c c i
n

i ni n

P A n P A n P B i
 






 
        

 
  1。 

由于            
1

1 2 2i n
A n k i A n k i A n A n

i n i n

I y I y I I
 

  


 

       ，于是， 时， l 

                1 1

l

A n k i A n k i A n k l A n k n
i n

I y I y I y I y 


       在  L S 中收敛于某 ，故 时，nz l     k lA nI y 在 中收敛于S

   k nA n nI y z 。 

最后，我们令    1 1C A ，      1 1 ,C n A n A n n N     ，根据(1)，我们令 为y     ,nA n k nI y z n N   

关于 的可数连接，也即， ，于是  ,C n n N        
1

: nC n A n k n
n

y I I y z


   


 ,ky k N 的子列因而它自身在 中收 S

敛于 。 y

现在我们陈述并证明本节的主要结果。 

定理 4.3 对任一  1,p 
p

， 完备当且仅当 完备。  pL S S

证明 考察 -模 生成的RN  L S
pL 空间   p pL L S ，其中的范数设为 ,· p‖‖ ，我们将证明 生成的赋范

空间

 pL S

    S
,

,p p SL L 
 p 就是 生成的赋范空间   ,

p
L Sp  。为此，只须对任给 ，证明 S p px L L 

, p p
x x


。如下分两种情况进行讨论： 

(1) ，则 1,p   
1

,

ppp p pp

p p
x E x E E x E x


         

 ； 

(2) ，根据定义有关系式：p   x x


 以及 x x

 ，进而 

 ,
x esssup x x




 
 


以及  ,

x esssup x x



 
 


， 

因而综合起来有
,

x x
 



。 

于是，我们运用前述定理 4.1 和定理 4.2 即得 

 pL S 完备，当且仅当     p p pSL L L S 完备，当且仅当 完备。 S

注记 4.4 生成的赋范空间 pL S     S
,

,p p

p
SL L  

就是 生成的赋范空间   ,
p

pL S  ，实际上，这一结

论在[4]中就已经被证明。在上述证明中，我们提请读者注意我们的符号， x

和 x 是随机变量(等价类)而 x



是非负实数。 
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