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Abstract 
During the consolidation of saturated clay, the drainage rate is positively related to hydraulic gra-
dient. The formula and changeable curve with time of hydraulic gradient are acquired based on 
Terzaghi’s one-dimensional consolidation, and the “S” type curve is explained in the paper. Logis-
tic function is used instead of complex formula of hydraulic gradient through nonlinear fitting. The 
relationships between function parameters and soil consolidation parameters are defined to es-
tablish Logistic model. One-dimensional consolidation of saturated clay in instantaneous and li-
near loading conditions is simulated with FEM software, thus comparing changeable curves of hy-
draulic gradient in two conditions which fits well with Logistic function. The results indicate that 
Logistic model can not only quantitatively describe variation of hydraulic gradient in Terzaghi’s 
one-dimensional consolidation, but also other consolidation conditions such as linear loading. 
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摘  要 

饱和土体固结过程中，排水速率与水力梯度正相关，研究水力梯度随时间的变化规律有助于了解固结速

率的变化过程。以一维固结理论为基础，求取水力梯度随时间变化的曲线，并分析曲线上升段和下降段

均呈S形的原因。拟合将复杂的水力梯度表达式拟合为Logistic函数，根据无量纲法确定函数各参数，建

立水力梯度的Logistic模型。通过有限元模拟瞬时加载和线性加载两种工况下饱和黏土一维固结问题，得

到两种工况下水力梯度变化曲线，并用Logistic函数进行拟合，拟合效果均较好。研究结果表明，水力梯

度的Logistic模型不仅可定量描述Terzaghi一维固结的水力梯度变化规律，还适用于线性加载等工况。 
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1. 引言 

水力梯度是指沿水流方向单位渗透途径上的水头损失，也可理解为水流为克服摩擦阻力在单位长度

渗透途径所耗失的机械能或是驱动力所做的功[1]。固结过程中土体受荷后产生初始静水压力，排水面附

近的水压力差又使得静水压力变成动水压力，增大了土体内部的水力梯度，固结排水过程开始。随着孔

隙水的排出，超孔隙水压力减小，有效应力增大至稳定，主固结完成[2] [3] [4]。 
水力梯度是联系渗流和有效应力变化两个过程的重要参数，研究水力梯度在固结过程中随时间变化

的规律有助于更深入分析固结过程。在渗流方面，Hansbo [5]提出竖向排水非 Darcy 渗流幂指数公式，并

在此基础上推导适用性更广的固结方程；谢康和[6]根据萧山软土固结渗透试验提出了折线渗流模型；不

少学者结合土体孔隙水和孔隙的微观性质描述渗透过程中不同阶段渗透速度和水力梯度的变化，揭示非

线性渗流的原因[7] [8] [9] [10]；Fenton [11]从数学分析角度预估水力梯度的极值，并得出渗透系数的变化

对水力梯度变化范围影响不大的结论。固结方面相关理论发展得比较成熟，无论是 Terzaghi 一维固结、

Biot 三维固结等小应变固结理论还是 Gibson 等大应变固结理论，孔隙水压力和水力梯度的变化规律与土

体本身性质联系较大[12] [13]。 
总体来说，固结过程中水力梯度的变化规律研究甚少。扬少丽[14]通过负压沉罐试验测定桶基内不同

深度孔压，并绘制了粉土渗流梯度随时间的曲线，得出水力梯度先增大后减小的结论。宰金珉[15]、梅国

雄[16]提出 Logistic 函数对预估固结沉降的有效性，与水力梯度有一定的联系。本文基于一维固结理论作

出水力梯度的变化曲线，分析得到水力梯度 Logistic 模型，求解水力梯度极值和拐点，定量地描述固结

过程中水力梯度随时间变化的规律。 

2. 水力梯度曲线的一般描述 

关于固结求解的理论推导研究较多，可由此得到水力梯度公式[12]。本文基于Terzaghi一维固结理论
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得到水力梯度公式： 
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式中：i为水力梯度； wγ 为水的重度，kN/m3；z为土层深度，m；H为土体厚度，m；p为固结压力，kPa；

n为无量纲整数， ( )2 1 2M n= + ； vT 为时间因子。 
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式中： vc 为固结系数，m2/s；t为时间，d；k为渗透系数，m/s； sE 为压缩模量，MPa。 
式(1)中水力梯在固结过程中随时间的变化曲线形态如图1所示。 
由图可知，土体在固结过程中，水力梯度先增大后减小，变化曲线呈上升和下降两阶段。上升阶段

由于饱和粘土渗透性比较差，短时间内水的出流速度较慢，孔隙水压力最初沿深度变化较小，之后水压

压差逐渐增大，水力梯度由零增长至最大值，上升曲线呈 S 型。曲线上升过程中必存在拐点 1，使得水

力梯度加速度先增大后减小；下降阶段孔隙水压力消散至稳定，水压压差逐渐变小，水力梯度缓慢减小

趋于零，主固结大体完成。且下降阶段水力梯度减小时必存在拐点 2，使得下降曲线呈反 S 型。 

3. 水力梯度的 Logistic 模型 

3.1. Logistic 模型 

根据水力梯度的变化规律，S型的成长曲线Logistic函数分别拟合上升和下降阶段的变化曲线效果最

好，可用下式描述： 

( )
1 2

2
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A Ai A
t t δ

−
= − +

+
                                      (4) 

式中： 1A 、 2A 为与曲线的最高点和最低点相关的参数； 0t 、δ 为待定参数。 
Logistic函数和水力梯度两阶段曲线具备有界性、单调递增性及存在反弯点等共性。公式(4)对t进行 
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Figure 1. Variation of hydraulic gradient with time 
图 1. 水力梯度随时间变化图 
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一阶、二阶求导，可得曲线极值和拐点。 
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式(5)、式(6)分别作图2和图3，由于一阶导数只能无限趋近于零，难以确定极值点，即水力梯度最大值 maxi
的坐标。故修正极值的求解，取 [ ]1 2 maxmax ,A A iλ= ，使 maxi i= 为曲线峰值，则在上升段可求极值点见式(7)，
上升段和下降段的拐点见式(8)。 

( ) 1
1 01 1 1t t

δ
λ= − −                                        (7) 

( ) ( ) 1
2,3 01 1t t

δ
δ δ= − +                                      (8) 

式中： 1t 为水力梯度曲线取极值的时间，d； 2t 和 3t 分别为水力梯度曲线上升和下降段拐点的时间，d；λ  
 

 
Figure 2. First derivative of Logistic function 
图 2. Logistic 函数一阶导数随时间变化图 

 

 
Figure 3. Second derivative of Logistic function 
图 3. Logistic 函数二阶导数随时间变化图 
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为修正系数，此算例中取1.03。 

3.2. 算例分析 

固结压力为 200 kPap = ，瞬时加载，超孔隙水压力如图 4，渗透系数 105.48 10 m sk −= × ，压缩模量

1.46 MPasE = ，初始孔隙比 0 1.0e = ，分别取土体厚度 H 为 1.0 m、5.0m、10.0m，顶面排水，底面不排

水，不考虑土体自重，如图 4 所示。 
由式(1)可知，固结过程中水力梯度与固结压力、土体厚度、土层深度、固结系数有关。 
图 5 为不同土体厚度和土层深度的水力梯度变化图。结合式(1)和图 5 可知：上升段曲线形态主要与

土层深度 z、固结系数 cv 相关，下降段曲线形态与 z、cv 和土体厚度 H 均相关；可见，水力梯度变化主要

由固结系数 cv 控制。曲线的峰值则主要与土层深度 z 负相关，与固结压力 p 成正比。 
计算不同土层深度的水力梯度最大值 imax，作图 6。根据量纲法和图 6 推导 maxi 公式如下： 

max
w

pi
z

α
γ

=                                           (9) 

式中： maxi 为水力梯度最大值；α 为无量纲参数，算例中 4.835α = 。 
表 1 和表 2 分别列出了算例中水力梯度上升和下降两阶段 Logistic 函数计算公式以及各参数取值。

 上升阶段令 ( )0 , vt z cψ= ， 2.84δ = ， 1 0A = ， 2 max1.03A i= 。对表1中参数结合量纲法分析，拟合可得式(10)。 
 

 
Figure 4. Schematic of physical model 
图 4. 物理模型示意图 

 

 
Figure 5. Variation of hydraulic gradient i with time 
图 5. 水力梯度随时间的变化 
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Figure 6. Variation of hydraulic gradient imax with z 
图 6. imax随 z 的变化图 

 
Table 1. Logistic model and parameters upward 
表 1. 上升阶段 Logistic 模型及各参数取值 

深度 z(m) A1 A2 t0(d) δ 极值点(d) 拐点(d) 

0.5 

0 

19.92 5 

2.84 

18 10 

1.0 9.96 20 69 40 

1.5 6.64 45 158 90 

2.0 4.99 81 281 161 

2.5 3.98 126 437 251 

3.0 3.31 181 629 360 

4.0 2.49 323 1123 644 

5.0 1.98 503 1746 1001 
 
Table 2. Logistic model and parameters downward 
表 2. 下降段 Logistic 模型及各参数取值 

土体厚度 H(m) 深度 z(m) A1 A2 t0(d) δ 拐点(d) 

1 

0.1 99.61 

0 

8 1.00
 

- 

0.2 49.81 26 1.29
 

19 

0.3 33.21 44 1.74
 

67 

0.4 24.91 56 2.07
 

99 

0.5 19.92 61 2.27
 

115 

5 

0.5 19.92 

0 

197 0.98
 

- 

1.0 9.96 638 1.38
 

594 

1.5 6.64 1054 1.78
 

1629 

2.0 4.99 1359 2.14
 

2465 

2.5 3.98 1524 2.34
 

2891 

10 

1.0 9.96 

0 

757 1.00
 

- 

2.0 4.99 2596 1.29
 

1890 

3.0 3.31 4450 1.74
 

6680 

4.0 2.49 5593 2.07
 

9935 

5.0 1.98 6189 2.29
 

11636 
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zt
c
β

=                                           (10) 

式中： β 为无量纲参数，算例中 61.6 10β −= × 。 
将 1A 、 2A 、 0t 、δ 参数值代入式(4)可得上升阶段水力梯度i的Logistic公式，见式(11)。 
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同理，下降阶段令 ( )0 , , vt H z cψ= ， ( ),z Hδ φ= ， 2 0A = ， 1 max1.03A i= ，且极值点以上升阶段极值 maxi
为主。联系表2中数据 0t 、δ 和土体固结参数，结合量纲分析可得式(12)~式(14)。 
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式中： β ′、A、B为无量纲参数(算例中 51.05 10β −′ = × ， 0.7A = ， 3.32B = )。 
综上，结合算例，一维固结水力梯度的Logistic模型可表示如下： 
上升阶段： 
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下降阶段： 
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3.3. 数值模拟 

采用有限元软件 ABAQUS 对渗流固结的模型进行模拟，土体的性质参数与算例一致，土体厚度 5 m，

以 Terzaghi 一维固结理论为基础进行有限元计算。边界条件：模型底部固定两个方向的约束，不排水；

两侧仅能容许竖向位移，同样不排水；表面位移自由，且是自由排水面。施加荷载后根据土体各个时刻

孔隙水压力沿深度的切线值求得水力梯度和时间的关系。模型中土体采用 CPE4P 单元，初始孔隙比为 1.0，
设置时间总长为 10,000 天。固结压力的施加分为瞬时加载和线性加载两种工况。 

3.3.1. 瞬时加载结果分析 
瞬时加载200 kPa，得到数值结果如下。图7表明距离排水面越远的位置孔压越大，即孔压消散的速
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度越慢。图8反映了最终的地表沉降值为68.5 cm，与理论计算值一致。图9和图10分别为水力梯度和沉降

速率随时间的变化图。 
图9曲线走势与解析解一致，并且与图10沉降速率变化曲线很接近。经计算沉降速率与水力梯度比值，

结果表明渗流稳定后排水速率与水力梯度关系符合Darcy定律，则水力梯度的变化能预测固结过程中的沉

降速率。 
按照上文方法，由式(11)、(14)可求得 1.5 mz = 处水力梯度变化曲线的Logistic模型如下： 

 

 
Figure 7. Distribution of pore pressure (t = 10,000 d) 
图 7. 孔压分布云图(t = 10,000 d) 

 

 
Figure 8. Distribution of settlement (t = 10,000 d) 
图 8. 沉降分布云图(t = 10,000 d) 
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Figure 9. Distribution of settlement (t = 10,000 d) 
图 9. 沉降分布云图(t = 10,000 d) 
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Figure 10. Distribution of settlement (t = 10,000 d) 
图 10. 沉降分布云图(t = 10,000 d) 
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图11为Logistic模型与数值计算结果拟合图，最大误差在下降段2000 d左右，但在合理考虑范围。 
通过数值模拟结果可证实文中所提出的水力梯度Logistic模型可行。 

3.3.2. 线性加载结果分析 
假定荷载在前30 d线性加载至200 kPa后保持不变，见图12。其余与瞬时加载模拟相同，计算结果见

图13和图14。 
比较图7和图13可知两种不同加载方式孔压终值几乎相等。图14中线性加载水力梯度变化趋势与瞬时

加载一致，图15为同一深度的水力梯度值对比，发现在一定时间内线性加载水力梯度值小于瞬时加载水 
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力梯度值，且其差值随深度和时间的增加而减小。这主要是由于水力梯度与荷载、固结时间和深度均相

关，本实例线性加载30 d内荷载小于200 kPa，故前期孔压大小及消散速率均不一致，而不同深度水力梯

度变化有一定滞后性，所以距离排水面越近的土体加载初期受荷载影响较大，两种不同加载方式下的差

值越大。随时间增长，两种工况下相同荷载作用时间较长，初期荷载影响变小，后期水力梯度变化比较

接近。在线性加载工况下，水力梯度变化规律仍符合Logistic模型。 
同理，非线性拟合后可求得 1.5 mz = 水力梯度的Logistic模型如下： 

( )

( )

3.49

1.75

6.516.51 , 189 d
1 62

6.51 , 189 d
1 1160

t
t

i
t

t

 − ≤ += 
 >
 +

                              (18) 

 

 
Figure 11. Comparison of ABAQUS numerical solution and 
formula (15) 
图 11. 数值计算与式(15)拟合对比图 

 

 
Figure 12. Variation of linear load with time 
图 12. 线性加载荷载随时间变化图 
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4. 结论 

本文基于 Terzaghi 一维固结解析解推导了水力梯度的 Logistic 模型，并采用有限元软件 ABAQUS 模

拟得到瞬时加载和线性加载两种工况下水力梯度和固结沉降速率随时间变化曲线。研究结论如下： 
1) 水力梯度在固结过程中随时间先增大后减小，其变化曲线分为上升和下降两阶段的 S 型曲线，且 

 

 
Figure 13. Distribution of pore pressure after consolidation 
图 13. 固结结束时模型孔压的分布 

 

 
Figure 14. i-t curve of ABAQUS numerical solution 
图 14. 数值模拟的 i-t 曲线(H = 5 m) 
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Figure 15. i-t curve of instantaneous load and linear load 
图 15. 瞬时加载和线性加载 i-t 曲线比较图(H = 5 m) 

 

水力梯度的变化主要是受土体本身固结参数的影响，简化 Logistic 函数中各参数与固结参数 H、z、Cv 的

关系式后，可采用水力梯度的 Logistic 模型定量描述固结过程中水力梯度的变化规律。 
2) 水力梯度的 Logistic 模型中，无量纲参数 α、β等取值应视具体情况考虑。本文以 Terzaghi 一维固

结解析解为基础，虽存在一定的拟合误差，但能较好反映固结过程中水力梯度的变化规律，预测固结排

水速率，分析固结过程机理。 
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