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Abstract 

This paper investigates the existence of multiple positive solutions for a class of multi-parameter 
second-order differential systems with indefinite weight functions. According to the different val-
ues of parameters λ and μ, and combining fixed-point theorem of cone expansion and compression 
of norm type, the results of at least two positive solutions and three positive solutions for the 
second-order differential systems are established. Finally, two examples are included to illustrate 
the rationality of the assumptions of obtained theorems. 
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摘  要 

本文研究了一类具变号权函数的多参数二阶微分系统多个正解的存在性。根据参数λ和μ的不同取值，并
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结合范数形式的锥拉伸与压缩不动点定理，得到了二阶微分系统至少存在两个正解和三个正解的结果。

最后，通过例子验证定理的条件是合理的。 
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1. 引言 

考虑如下具变号权函数的多参数二阶微分系统： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

, 0 1,

,                   0 1,

0 1 0,

0 1 0.

u a t u t f u t

b t u t

u u

ϕ λω

ϕ µ

ϕ ϕ

′′− = + < <


′′− = < <


= =
 = =

                         (1) 

其中， , 0λ µ > 是两个参数，且 ( ) ( ) ( ), ,a t b t tω 在 [ ]0,1 上可能变号。 
令 [ ] ( ) [ )0,1 , , , 0,J R R+= = −∞ +∞ = +∞ ，且 , ,a b ω和 f 分别满足如下条件： 
(H1) , , :a b J Rω → 是连续的，且存在 ( )0,1ξ ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]

, , 0,    0, ,

, , 0,    ,1 ,

a t b t t t

a t b t t t

ω ξ

ω ξ

 ≥ ∈


≤ ∈
 

且 ( ) ( ) ( ), ,a t b t tω 在 J 的任意子区间上不恒为零； 
(H2) :f R R+ +→ 是连续的，且当 0u > 时， ( ) 0f u > ； 
(H3) 存在 0 , 1θ θ< < +∞ ≠ 和 1 2, 0k k > 使得 ( )1 2k u f u k u u Rθ θ

+≤ ≤ ∈, ； 
(H4) 存在 0 1c< ≤ ，使得 ( ) ( ) , f u c u u Rψ +≥ ∈ 。 

其中， ( ) ( ){ }max : 0u f uψ ρ ρ= ≤ ≤ 。 
当 1λ µ= = 时，系统(1)退化为 Wang 和 An 在文献[1]中研究的问题，利用不动点定理得到了该问题

至少存在一个正解和两个正解的充分条件。但是，在文献[1]中，Wang 和 An 只考虑了 ,λ µ恒为 1 的情况，

本文则考虑 , 1λ µ ≡ 时的情况，并且得到了系统(1)至少存在三个正解的结果。 
在过去的几十年中，对于权函数不变号的二阶微分方程问题，众多学者进行了研究并取得很多成果

[2]-[7]。例如，在文献[5]中，卢和冯研究了具偏差变元的二阶微分方程边值问题，并得到了三个正解的

存在性。但是在这些文献中，作者都没有考虑权函数变号的情况，而对具变号权函数的微分方程边值问

题的研究，在物理中有一定的意义。比如，量子力学、半导体理论以及核反应中的一些数学模型都可以

归结为具变号权函数的微分方程问题[8] [9] [10]。因此，这类问题受到了越来越多的学者的关注，并获得

了一些优秀成果[11]-[17]。文献[11]中，Jiang 和 Yao 研究了如下半线性两点边值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0, 0 1,

0 1 0

w t h t f w t t

w w

 ′′ + = ≤ ≤


= =
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正解的存在性。其中， ( )h t 在 [ ]0,1 上可能变号。作者运用 Schauder 不动点定理给出了上述问题正解存在

性定理。 
但是到目前为止，关于含参数的具变号权函数二阶微分系统多个正解的存在性的研究还不多见。本

文致力于研究具变号权函数的多参数二阶微分系统存在多个正解的充分条件。 

2. 预备知识 

定义 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

max ,0 min ,0 ;

max ,0 min ,0 ;

max ,0 , min ,0 .

a t a t a t a t

b t b t b t b t

t t t tω ω ω ω

+ −

+ −

+ −

= = −

= = −

= = −

，

，  

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .a t a t a t b t b t b t t t tω ω ω+ − + − + −= − = − = −  

系统(1)等价于下列两个边值问题： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,0 1,

0 1 0,

u a t u t f u t

u u

ϕ λω′′− = + < <


= =
                         (2) 

和 

( )
( ) ( )

,   0 1,

0 1 0.

b t u tϕ µ

ϕ ϕ

′′− = < <


= =
                               (3) 

定义 2.1. 若 ( ) ( ) ( )2 2, 0,1 0,1u C Cϕ ∈ × 是系统(1)的一个正解，当且仅当 ( ),u ϕ 满足系统(1)，且 , 0u ϕ ≥ ，

, 0u ϕ ≡ 。 
引理 2.1. 假设条件(H1)-(H2)成立，则 ( )2 0,1u C∈ 是问题(2)的一个解当且仅当 u 是下列积分方程的一

个解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

0 0
, d , d .u t G t s a s s u s s G t s s f u s sϕ λ ω= +∫ ∫               (4) 

其中， 

( )
( )
( )
1 ,    0 1,

,
1 ,    0 1.

t s t s
G t s

s t s t

− ≤ ≤ ≤= 
− ≤ ≤ ≤

                               (5) 

证明：引理 2.1 的证明类似于文献[7]中引理 1.1 的证明。□ 
由 ( ),G t s 的定义可知，它有如下性质： 
命题 2.1. ( ),G t s 由(5)式定义，则有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, 0    , 0,1 ; , 0,   , ,

, , , , ,  , .

G t s t s G t s t s J

G t t G s s G t s G s s t s J

> ∀ ∈ ≥ ∀ ∈

≤ ≤ ∀ ∈

，  
 

引理 2.2. 假设条件(H1)成立，则问题(3)有一个解ϕ 且 

( ) ( ) ( ) ( )1

0
, d .t G t s b s u s sϕ µ= ∫                               (6) 

证明：引理 2.2 的证明类似于文献[7]中引理 1.1 的证明。□ 
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由引理 2.1 和引理 2.2 可得下列引理 2.3。 
引理 2.3. 假设条件(H1)~(H2)成立，则 ( ),u ϕ 是系统(1)的一个解当且仅当 u 是下列积分方程的解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

0 0 0
, , d d , d ,u t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s sµ τ τ τ τ λ ω= +∫ ∫ ∫      (7) 

且ϕ 满足(6)式。 
为了获得系统(1)正解的存在性，需要假设下列条件成立： 
(H5) 存在 10 σ ξ< < 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 , d , d ;G t s b s s G t s b s s

ξ

σ ξ
σ ξ+ −≥∫ ∫  

(H6) 存在 20 σ ξ< < 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2 , , d , d ;G t s G s s a s s G t s a s s

ξ

σ ξ
σ ξ+ −≥∫ ∫  

(H7) 存在 30 σ ξ< < 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
3

12
3 1 2, d , d .c k G t s s s k G t s s s

ξθ θ
σ ξ

σ ω ξ ω+ −≥∫ ∫  

令 [ ]0,1X C= 。对于 u X∈ ， 

( )max
t J

u u t
∈

= , 

则 ( ),X ⋅ 是一个 Banach 空间。 
记 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ){ }0 0,1 0,1 : min 0, 0 1 0 .
t J

C u C u t u u+

∈
= ∈ ≥ = =  

定义锥 K 如下： 

[ ] [ ] [ ]{ }0 0,1 : 0, , ,1 .K u C u ξ ξ+= ∈ 在 上凹 在 上凸                       (8) 

对任意 u K∈ ，显然有
[ ]

( )
0,

max
t

u u t
ξ∈

= 。 

对于 0r > ，令 

{ }: .rK u K u r= ∈ <  

定义算子 :T K X→ 如下： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

0 0 0
, , d d , d .Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s sµ τ τ τ τ λ ω= +∫ ∫ ∫      (9) 

由以上引理，我们可以得到引理 2.4。 
引理 2.4. 假设条件(H1)~(H2)成立，则 ( ),u ϕ 是系统(1)的解当且仅当 u 是算子 T 的不动点且ϕ 满足(6)

式。 
引理 2.5. 假设条件(H1)~(H7)成立，则 ( )T K K⊂ 且算子 :T K K→ 是全连续的。 
证明：引理 2.5 的证明类似于文献[1]中引理 2.2 的证明。□ 
下面给出本文运用的主要引理，见文献[18]。 
引理 2.6. 设 P 是 Banach 空间 E 上的一个锥， 1 2,Ω Ω 是 E 中的有界开集，并且满足 1 1 2,θ ∈Ω Ω ⊂ Ω 。

若算子 ( )2 1: \T P P∩ Ω Ω → 全连续，则当下述条件满足其一时，算子 T 在 ( )2 1\P∩ Ω Ω 上至少有一个不

动点： 
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1) 1 2, ; , ;Tx x x P Tx x x P≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ≥ ∀ ∈ ∩∂Ω  
2) 1 2, ; , .Tx x x P Tx x x P≥ ∀ ∈ ∩∂Ω ≤ ∀ ∈ ∩∂Ω  

3. 主要结论 

在本节中，我们运用引理 2.6 讨论系统(1)存在多个正解时的参数的最优区间。 
定理 3.1. 假设条件(H1)~(H7)成立。当 1θ > 时，存在 0 1 2, , 0λ µ µ > ，使得当 [ )0 ,λ λ∈ +∞ ， ( ]2 1,µ µ µ∈

时，系统(1)至少存在两个正解。 
证明：一方面，由于 1θ > ，根据条件(H3)，得 

( ) 2

0 0
lim lim 0.
u u

f u k u
u u

θ

→ →
≤ =  

这表明存在 0r′ > ，使得 

( ) ,   0 .f u u u rε ′≤ ≤ ≤  

其中， ε 满足 12 1Mλε < ， ( ) ( )1 0
max , d

t J
M G t s s s

ξ
ω+

∈
= ∫ 。 

令 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

max , , d d .
t J

M G t s G s a s b s
ξ ξ

τ τ τ+ +

∈
= ∫ ∫                       (10) 

选取
1min ,

2 2
rr

Mµ
′ 

=  
 

，则有 

1
1 .

2Mr
µ µ≤ =                                      (11) 

对任意 ru K∈∂ ，有 ( )0 ,u t u r t J≤ ≤ = ∈ ，则 ( )( ) ( ) ,  f u t u t r t Jε ε≤ ≤ ∈ 成立。进而有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

0 0 0
1 1 1

0 0 0
1

0
1

0 0 0

, , d d , d

, , d d , ,

d d , d , d

, , d d , d

Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s G s a s

b u s u s G t s s f u s s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

ξ

ξ
ξ

ξ
ξ ξ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ µ τ

τ τ τ λ ω λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

+ −

+ −

+ +

= +

= −

⋅ + −

≤ +

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0 0

0 0 0

2
0 0 0

2
1

, , d d

, , d d , d

, , d d , d

max , , d d max , d

2 2

t J t J

G t s G s a s b u s u s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

r G t s G s a s b s G t s s r s

r rMr M r r

ξ ξ

ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

µ τ τ τ τ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω ε

µ λε

+ +

+ − +

+ + +

+ + +

∈ ∈

=

− +

≤ +

≤ +

= + < + = =

∫ ∫
∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
.u

 

即 

,   .rTu u u K< ∀ ∈∂                                  (12) 

令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1

2 1
2 1 2 22 2

min min max , , d d ,
t Jt t

N t t G t s a s G s b s
σ σ
σ σ

σ σσ σ
δ δ τ τ τ+ +

∈≤ ≤ ≤ ≤
= ∫ ∫             (13) 
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( ) ( )3
31

2
max , d .

t J
N G t s s s

σ
σ ω+

∈
= ∫  

另一方面，由于 1θ > ，根据条件(H3)，得 

( ) 1lim lim .
u u

f u k u
u u

θ

→+∞ →+∞
≥ = +∞  

这表明存在 0R′ > ，使得 

( ) , .f u u u Rη ′≥ ≥  

其中，η满足 12 1NληΓ ≥ 且 

( ) ( ) [ ]
3

32

min 0, min , , 0, .
t

t tt t t
σ σ

ξ
δ δ ξ

ξ ξ≤ ≤

 −
Γ = > = ∈ 

 
                   (14) 

如果 u K∈ ，由 ( )u t 在 [ ]0,ξ 上凹可得 

( ) ( ) [ ], 0, .u t t u tδ ξ≥ ∈                                  (15) 

进一步可得 

( ) ( )
3 3

3 32 2

min min .
t t

u t t u u
σ σσ σ

δ
≤ ≤ ≤ ≤

≥ = Γ                               (16) 

选取 ( ) 1max 2 , , 1RR N rµ − ′ ′= + 
Γ 

，则有 

2
1 .

2NR
µ µ′> =  

对任意 Ru K∈∂ ，由(16)式可得 

( )
3

32

min
t

u t u R R
σ σ≤ ≤

′≥ Γ = Γ >  

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 3

2 1 3
3

1 1 1

0 0 0

1

0 0 0

0 0
2

max , , d d max , d

max , , d d max , d

max , , d d max , d

t J t J

t J t J

t J t J

Tu G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

σ σ

σ σ σ
σ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

∈ ∈

+ +

∈ ∈

+ + +

∈ ∈

= +

≥ +

≥ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 3
32 1

2 1
2 1

2 1
2 1

3
3

2 2 2

2

2 2
2 2

2

2
1

max , , ( ) d d max , d

min min max , , d d

max , d

.
2 2

t J t J

t Jt t

t J

G t s a s s u G s b u s G t s s u s s

R t t G t s a s G s b s

R G t s s s

R RNR N R R u

σ σ σ
σσ σ

σ σ
σ σ

σ σ
σ σ

σ
σ

µ δ τ τ δ τ τ λ ω η

µ δ δ τ τ τ

λη ω

µ λη

+ + +

∈ ∈

+ +

∈≤ ≤ ≤ ≤

+

∈

≥ +

≥

+ Γ

= + Γ > + = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫
 

即 

,    .RTu u u K> ∀ ∈∂                                    (17) 
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最后，存在 10 r r< < ，由条件(H2)可定义 

( ){ }1
1 1
min 0.r r u r

f uβ
Γ ≤ ≤

= >  

令 

( )
1

1
2 0

1 1

21 , .
2 2 r

DM N r
DMr DM N

µ λ
β
−

′′ = =                            (18) 

其中，
1

2rD
r

= 。 

则对任意
1r

u K∈∂ ，有 

( ) ( )
3

3

3
1 1 3

2

min ,  ,
2t

r u u t u t u r t
σ σ

σ
σ

≤ ≤

 Γ = Γ ≤ ≤ ≤ = ∈  
 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 3

2 1 3
3

2

1 1 1

0 0 0

1

0 0 0

0 0
2

max , , d d max , d

max , , d d max , d

max , , d d max , d

max ,

t J t J

t J t J

t J t J

t J

Tu G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

G t s a s s

σ σ

σ σ σ
σ

σ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ δ

∈ ∈

+

∈ ∈

+ + +

∈ ∈

+

∈

= +

≥ +

≥ +

≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3
31 1

2 2 2
, d d max , drt J

u G s b u s G t s s s
σ σ σ

σσ τ τ δ τ τ λ ω β+ +

∈
+∫ ∫ ∫

 

               

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1
2 1

2 1
2 1

3
31

1

2

2 22 2

2

12 1
2 1 0 1 1

min min ( ) max , , d d

max , d

2
.

2 2

t Jt t

r t J

r

t t G t s a s G s b s u

G t s s s

DM N rNrNr N r u
DM DM

σ σ
σ σ

σ σσ σ

σ
σ

µ δ δ τ τ τ

λβ ω

µ λ β

+ +

∈≤ ≤ ≤ ≤

+

∈

≥

+

−
′′≥ + = + = =

∫ ∫

∫  

因此，可得 

1
,  .rTu u u K≥ ∀ ∈∂                                      (19) 

取 { }2 2 2max ,µ µ µ′ ′′= 。综上所述，由引理 2.6 可知，对任意 [ ) ( ]0 2 1, , ,λ λ µ µ µ∈ +∞ ∈ ，(12)式和(17)式、

(12)式和(19)式分别蕴含着 T 有一个不动点 1 2,u u 满足 1 \R ru K K∈ 和
12 \r ru K K∈ 。又由引理 2.4 可知，系

统(1)至少存在两个正解 ( ) ( ), 1, 2i iu iϕ = 。其中， 

11 2\ , \R r r ru K K u K K∈ ∈  
且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
, d 1,2 .i it G t s b s u s s iϕ µ= =∫  □ 

定理 3.2. 假设条件(H1)~(H7)成立。当 0 1θ< < 时，存在 * *
0 0, 0λ µ > ，使得当 ( *

00,λ λ ∈ ， ( *
00,µ µ ∈ 时，

系统(1)至少存在两个正解。 
证明：一方面，由于 0 1θ< < ，根据条件(H3)，得 

( ) 1

0 0
lim lim .
u u

f u k u
u u

θ

→ →
≥ = +∞  
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则存在 0r > ，使得 

( ) ,     0 .f u u u rη≥ ≤ ≤  

其中，η满足 1 1NληΓ > 。其中， 1N 在(13)式中定义， Γ在(14)式中定义。 
因此，对任意 ru K∈∂ ，由(16)式可得 

( )
3

32

min
t

u t u r
σ σ≤ ≤

≥ Γ = Γ  

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 3

3
3

1 1 1

0 0 0

1

0 0 0

2

1

max , , d d max , d

max , , d d max , d

max , d

.

t J t J

t J t J

t J

Tu G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

G t s s u s s

N r r u

σ σ

σ
σ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

λ ω η

λη

∈ ∈

+ +

∈ ∈

+

∈

= +

≥ +

≥

≥ Γ > =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
 

即 

,    .rTu u u K> ∀ ∈∂                                  (20) 

另一方面，由于 0 1θ< < ，根据条件(H3)，得 

( ) 2lim lim 0.
u u

f u k u
u u

θ

→+∞ →+∞
≤ =  

则存在 R r′ > ，使得 

( ) , .f u u u Rε ′≤ ≥  

其中， ε 满足 12 1Mλε < ， 1M 在定理 3.1 中定义。 
由条件(H2)，可得 ( ) 0Rψ ′ > ，则有 

( ) ( ) [ ), 0, .f u R u uψ ε′≤ + ∈ +∞  

令 

( ) ( ) 11

1

2
max , 2 .

1 2
M R

R R M
M

λ ψ
µ

λ ε
−′ 

′ < ≤ 
− 

 

则可验证对于充分小的 , , 0λ µ ε > ，
( ) ( ) 11

1

2
max , 2

1 2
M R

R M
M

λ ψ
µ

λ ε
−′ 

′ < 
− 

是合理的。因此，对任意 Ru K∈∂ ，

可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0
1 1 1

0 0 0

1

0

1

0 0 0

, , d d , d

, , d d , ,

, d , d

, , d d , d

, ,

Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s G s a s

b u s u d ds G t s s f u s s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ µ τ

τ τ τ λ ω λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ

+ −

+ −

+ +

+

= +

= −

⋅ + −

≤ +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0
d d , ,u s u s G t s G s

ξ ξ ξ

ξ
τ τ τ µ τ+ −∫ ∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

0

0 0 0

2
0 0 0

2
1

d d , d

, , d d , d

max , , d d max , d

.
2 2

t J t J

a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

R G t s G s a s b s G t s s R u s

R RMR R R M R u

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω ψ ε

µ λ ψ ε

+ − +

+ + +

+ + +

∈ ∈

⋅ +

≤ +

′≤ + +

′≤ + + < + = =

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

即 

,     .RTu u u K< ∀ ∈∂                                  (21) 

令 

( )
* * 1
0 0

1 1 1

1 , .
2 2

r
Mr r M

µ λ
ψ

= =  

其中， 10 r r< < ， 1,M M 在定理 3.1 中定义。 
则对任意

1r
u K∈∂ ，类似于(21)式的证明，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

2
1 10 0 0

2 * 2 * 1 1
1 1 1 0 1 0 1 1 1

, , d d , d

max , , d d max , d

.
2 2

t J t J

Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

r G t s G s a s b s G t s s r s

r rMr r M Mr r M r u

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω ψ

µ λψ µ λ ψ

+ + +

+ + +

∈ ∈

≤ +

≤ +

= + ≤ + = + = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

即 

1
,    .rTu u u K≤ ∀ ∈∂                                 (22) 

综上所述，由引理 2.6 可知，对任意 ( *
00,λ λ ∈ ， ( *

00,µ µ ∈ ，(20)式和(21)式、(20)式和(22)式分别

蕴含着 T 有一个不动点 1 2,u u 满足 1 \R ru K K∈ 和
12 \r ru K K∈ 。又由引理 2.4 可知，系统(1)至少存在两个正

解 ( ) ( ), 1, 2i iu iϕ = 。其中， 

11 2\ , \R r r ru K K u K K∈ ∈  

且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
, d 1,2 .i it G t s b s u s s iϕ µ= =∫  □ 

定理 3.3. 假设条件(H1)~(H7)成立。当 0 1θ< < 时，存在 * *
1 1, 0λ µ > ，使得当 ( *

10,λ λ ∈ ， ( *
10,µ µ ∈ ， 

且 2k 满足
( ) 1

2
1

2
0

2
M

k
M

θµ
λ

−

< < 时，系统(1)至少存在三个正解。其中， 1,M M 在定理 3.1 中定义。 

证明：首先，由于 0 1θ< < ，根据条件(H3)，得 

( ) 1

0 0
lim lim .
u u

f u k u
u u

θ

→ →
≥ = +∞  

则存在 0r > ，使得 

( ) ,    0 .f u u u rη≥ ≤ ≤  

其中，η满足 1 1NληΓ > 。其中， 1N 在(13)式中定义， Γ在(14)式中定义。 
因此，对任意 ru K∈∂ ，与(20)式的证明相同，可得 
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,    .rTu u u K> ∀ ∈∂                                  (23) 

其次，选取充分大的 1
1 1max ,

2
R

M Nµ µ
 

≥  
 

，则有 2
1 1NR Rµ ≥ 。 

对任意
1Ru K∈∂ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

2 1

2 1
2 1

1 1 1

0 0 0

1

0 0 0

0 0

2 2

max , , d d max , d

max , , d d max , d

max , , d d

max , , d d

t J t J

t J t J

t J

t J

Tu G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s G t s s f u s s

G t s a s u s G s b u s

G t s a s u s G s b u s

σ σ

σ σ

σ σ
σ σ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ

µ τ τ τ τ

∈ ∈

+ +

∈ ∈

+ +

∈

+ +

∈

= +

≥ +

≥

≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
2 1

2 1
2 1

2 1
2 1

2 2

2

2 22 2
2

1 1

max , , d d

min min max , , d d

.

t J

t Jt t

G t s a s s u G s b u s

t t G t s a s G s b s u

NR R u

σ σ
σ σ

σ σ
σ σ

σ σσ σ

µ δ τ τ δ τ τ

µ δ δ τ τ τ

µ

+ +

∈

+ +

∈≤ ≤ ≤ ≤

≥

≥

= ≥ =

∫ ∫

∫ ∫  

即 

1
,    .RTu u u K≥ ∀ ∈∂                                  (24) 

再次，由于 0 1θ< < ，根据条件(H3)，得 

( ) 2lim lim 0.
u u

f u k u
u u

θ

→+∞ →+∞
≤ =  

则存在 0R > ，使得 

( ) ,   .f u u u Rε≤ ≥  

存在 0R > ，满足 

( ) ( )
1 1

12 12 2 .k M R Mθλ µ −
− < <  

则对任意 Ru K∈∂ ，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

0 0 0
1 1 1

0 0 0
1

0
1

0 0 0

, , d d , d

, , d d , ,

d d , d , d

, , d d , d

Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s G s a s

b u s u s G t s s f u s s G t s s f u s s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

ξ

ξ
ξ

ξ
ξ ξ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ τ µ τ

τ τ τ λ ω λ ω

µ τ τ τ τ λ ω

+ −

+ −

+ +

= +

= −

⋅ + −

≤ +

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0 0

2
20 0 0

2
20 0 0

2
2 1

, , d d

, , d d , d

, , d d , d

max , , d d max , d

2 2

t J t J

G t s G s a s b u s u s

G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

G t s G s a s b s u G t s s k u s

R G t s G s a s b s k R G t s s s

R RMR k M R

ξ ξ

ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ θ

ξ ξ ξθ

θ

µ τ τ τ τ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω

µ λ

+ +

+ − +

+ + +

+ + +

∈ ∈

=

− +

≤ +

≤ +

= + < +

∫ ∫
∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
.R u= =
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即 

,    .RTu u u K< ∀ ∈∂                                   (25) 

最后，选取 ( )1 0,r r∈ 。由条件(H2)可得 ( )1 0rψ > 。 
令 

( )
* * 1
1 1

1 1 1

1 , .
2 2

r
Mr r M

µ λ
ψ

= =  

则对任意
1r

u K∈∂ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

2
1 10 0 0

2 * 2 * 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

, , d d , d

max , , d d max , d

.
2 2

t J t J

Tu t G t s G s a s b u s u s G t s s f u s s

r G t s G s a s b s G t s s r s

r rMr M r Mr M r r u

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

µ τ τ τ τ λ ω

µ τ τ τ λ ω ψ

µ λ ψ µ λ ψ

+ + +

+ + +

∈ ∈

≤ +

≤ +

= + ≤ + = + = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

即 

1
,    .rTu u u K≤ ∀ ∈∂                                 (26) 

综上所述，由引理 2.6 可知，对任意 ( (* *
1 10, , 0,λ λ µ µ ∈ ∈ ，(24)式和(25)式、(23)式和(25)式、(23)

式和(26)式分别蕴含着 T 有一个不动点 1 2 3, ,u u u 满足
11 \R Ru K K∈ ， 2 \R ru K K∈ 和

13 \r ru K K∈ 。又由引理

2.4 可知，系统(1)至少存在三个正解 ( ) ( ), 1, 2,3i iu iϕ = 。其中， 

1 11 2 3\ , \ , \R R R r r ru K K u K K u K K∈ ∈ ∈  

且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
, d 1,2,3 .i it G t s b s u s s iϕ µ= =∫  □ 

4. 例子 

例 4.1. 考虑如下二阶微分系统： 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

sin ,  0 1,

,                           0 1,

0 1 0,

0 1 0.

u a t u t u u t

b t u t

u u

θϕ λω

ϕ µ

ϕ ϕ

 ′′− = + + < <


′′− = < <


= =
 = =

                       (27) 

其中， 1θ > 且 

( )

( )

2 227 , 0, ,
3 3

1 2 2, ,1 ,
18 3 3

2 2256 , 0, ,
3 3

1 2 2, ,1 ,
45 3 3

t t
b t

t t

t t
a t

t t

    − ∈       = 
   − − ∈       

    − ∈       = 
   − − ∈       
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( )

2 23 4 , 0, ,
3 3

1 2 2, ,1 .
4 3 3

t t
t

t t

θ

ω

    × − ∈       = 
   − − ∈       

 

结论：当
4507 ,

1 1794 4sin
5 20

θλ

 

∈ +∞
   × +     

，
515 515,
4396 2198

µ  ∈  
时，系统(27)至少存在两个正解。 

为了验证满足定理 3.1 的条件的成立，根据文献[2]的命题 2.3，我们给出以下命题： 
命题 4.1. 考虑如下问题 

( )
( ) ( )

, 0 1,

0 1 0.

u k t u t

u u

α ′′− = < <


= =
 

其中， 0α > ， ( )k t 满足 

( ) [ ]
( ) [ ]

0,  0,

0,  ,1

k t t

k t t

ξ

ξ

≥ ∈ 


≤ ∈ 
 

且 

( )1 2 .c u f u u c uα α α≤ = ≤  

如果存在 0 σ ξ< < 使得 

( ) [ ]1
1 2 , 0,1 .

1 1
c k c kα αξ σ ξ σ

σ ξ τ ξ ξ τ τ ξ
ξ ξ

+ + − − −
− ≥ + ∈ − − − 

               (28) 

则下列不等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )12

1

, d , d .cG t s k s s G t s k s s
c

ξα α
σ ξ

σ ξ+ −≥∫ ∫                   (29) 

例 4.1 的证明：由 ( )a t ， ( )b t 和 ( )tω 的定义可知
2
3

ξ = 。下面来验证定理 3.1 的条件成立。 

首先，条件(H1)~(H4)显然成立。其次，分三步验证条件(H5)~(H7)成立。 

第一步验证条件(H5)的成立。令 1 2 1c c= = ， 1α = 和 1
1
3

σ = ，(28)式等价于下列不等式 

1 2 2 2 1, 0, .
9 3 3 3 3

b bτ τ τ+ −     − ≥ + ∈          
 

令
2
3

τ γ− = 。则上述不等式等价于 

( )1 2 4 1 2, , .
9 3 3 3 3

b bγ γ γ+ −    ≥ − ∈      
 

由 ( )b t 的定义可得上述不等式成立，则条件(H5)成立。 

第二步验证条件(H6)的成立。令 1 1c = ， 2
9
2

c = ， 1α = 和 2
1
3

σ = ，则(29)式为 
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( ) ( ) ( ) ( )
2

13
21
33

1 , d 3 , d .
3

G t s a s s G t s a s s+ −≥∫ ∫  

另外，由上述不等式可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
13
21
33

2
3

1 1 2,3 3 3

1
2
3

2
13
21
33

1 2 2, d , d
3 9 3

1 , min , d
3

2 , d
3

1 2, , d , d .
3 3

s

G t s a s s G t s a s s

G t s G s s a s s

G t s a s s

G t s G s s a s s G t s a s s

+ −

+

 ∈  

−

+ −

≥

 
 ⇔
 
 

≥

⇒ ≥

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

 

即由上述不等式可得条件(H6)的成立。 
与第一步的证明类似，(28)式等价于下列不等式 

( )1 4 1 23 , , .
9 3 3 3

a aγ γ γ+ −    ≥ − ∈      
 

由 ( )a t 的定义可得上述不等式成立，则条件(H6)成立。 

第三步验证条件(H7)的成立。令 1 2c θ= ， 2 1c = ，α θ= 和 2
1
3

σ = ，与第一步的证明类似，(28)式等价

于下列不等式 

( )
11 4 2 1 2, , .

3 3 3 3 3

θ θ

ω γ ω γ γ
+

+ −       ≥ + ∈              
 

由 ( )tω 的定义可得上述不等式成立，可得条件(H7)成立。因此，条件(H1)~(H7)成立。 
最后，由计算可得 

( )

( ) ( )

3
3

3
3

2

1

2

1 2198min , ,
4 515

267 13634 , ,
3320 24352

113max , d 3 4 .
9634

t

t J

t M

M N

G t s s s

σ
σ

θ

σ θ
σ

δ

ω

≤ ≤

+

∈

Γ = = =

= × =

= × ×∫

 

取 1
1
5

r = ，
1
2

r = ，则 

{ }
1

1 1

1 1min ( ) sin , 5,
20 20r r u r

f u D
θ

β
Γ ≤ ≤

 = = + = 
 

 

2 0 1
515 4507 515, , .
4396 21981 1794 4sin

5 20

θµ λ µ′′ = = =
 × + 
 

 

取 77R = ，可得 2
318
2741

µ′ = 。则 { }2 2 2 2
515max ,
4396

µ µ µ µ′ ′′ ′′= = = 。 
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综上所述，由定理 3.1 可得，当
4507 ,

1 1794 4sin
5 20

θλ

 
 
 ∈ +∞   × +     

，
515 515,
4396 2198

µ
 ∈ 

时，系统(27)至少

存在两个正解。 
例 4.2. 考虑如下二阶微分系统： 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

sin , 0 1,

,                       0 1,

0 1 0,

0 1 0.

u a t u t u u t

b t u t

u u

θϕ λω

ϕ µ

ϕ ϕ

 ′′− = + + < <


′′− = < <


= =
 = =

                          (30) 

其中， 0 1θ< < ，且 ( ) ( ) ( ), ,a t b t tω 定义与例 4.1 中相同。 

结论：当
3320,

4 1267 4sin
5 5

θλ

 
 
 ∈   × +     

，
25750,
4396

µ
 ∈ 

时，若 2k 满足

1

2
1660 5150

4396267 4
k

θ

θ µλ

−
 

< <  ×  
，

则系统(30)至少存在三个正解。 
例 4.2 的证明：类似与例 4.1 的证明，条件(H1)~(H7)成立。 

取 1
1
5

r = ，则 *
1

332
4 1267 4sin
5 5

θλ =
 × + 
 

， *
1

2575
4396

µ = 。由定理 3.3 可得，若 2k 满足 

1

2
1660 5150 ,

4396267 4
k

θ

θ µλ

−
 

< <  ×  
 

则系统(30)至少存在三个正解。 
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