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摘  要：本文利用伽辽金方法，Leray-Schauder 不动点定理和先验估计，证明了带周期外力和周期边界

的非线性 Kuramoto-Sivashinsky 方程时间周期解的存在性。 
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1. 引言 

早在 1977 年，Sivashinsky 在研究空间二维层焰面的微热扩散不稳定性时导出了 Kuramoto-Sivashinsky 方程

0t x xx xxxxu uu u u     ，它描述了斜平面上沿其向下流动的粘性流体上的非线性演化方程，无论是它的物理

背景还是该方程本身都显示出包括混沌的非平凡的时空动力学行为。此方程第二项是非线性项，给周期解的研

究带来了技术性的困难，文章比较系统的解决了这个问题，给 Kuramoto-Sivashinsky 方程的研究作了补充和完

善。 

本文考察带周期外力项和周期边界条件的非线性发展 Kuramoto-Sivashinsky 方程 

, ,t x xx xxxxu uu u u f x t R                                (1.1) 

   , , ,u x t u x L t x                                       (1.2) 

   f x f x                                              (1.3) 

其中 是一个定义在 上的实值函数， ,u u x t  0, t     0, 0,L L  ，参数 α、β均为实数。 

本文将证明问题(1.1)~(1.3)的时间周期解的存在性，关于非线性发展方程的周期解参见文献[1-6]。本文在第

一部分中给出研究空间，在第二部分中应用 Leray-Schauder 不动点定理[7]，给出近似解的构造，第三部分中运 
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用 Young 不等式和 Hölder 不等式[8]，Poincaré不等式[9]，及 Gagliardo-Nirenberg 不等式[10]，给出一致的先验估计，

在第四部分中证明本文的主要结论，在第五部分中给出本文的总结。 

全文使用以下记号[11-13]： 

      2 2 : , ,L u L u x t u x L t     ,  

    : , , , 1, 2,3,k kH u H u x t u x L t k     4  

     , du v u x v x x


  ，
2 2

dmxxxu u


  x  

 ,kC x ={  : 0,f X  ： if 是连续的， 0,1, ,i k  ， f 是一个以 为周期的函数}。当 0k  时，

，为简单起见，文中用 ,C x C  0 , x  表示 2L
 ，记 A  ，  D A  2H 。 

2. 近似解的构造 

为了证明问题(1.1)~(1.3)近似解的存在性，令  1, 2, ,j j m   是空间 的标准正交基，且满足 2L

, 1, 2, ,j j jA j m      ， j 是带本征向量 j  1,2, ,j m  的算子 A 的本征值，对任意的正整数 m，有由

 1 2, , , m   生成的空间 mH 。 

定义 2.1 (问题(1.1)~(1.3)的近似解)。让  , 1f C H ，
1j

u g  
m

m jm t j


是问题(1.1)~(1.3)的近似解，且满足

任意的 ，  
 

m N  ,1
1 2, ,m m mmg g g C ， R 。  mH1 ,m u C ，N﹑R分别是自然数集和实数集，则有 

    , , , 1,2,mt m mx mxx mxxxx ju u u u u f j j m        , .

m

                 (2.1) 

为证明(1.1)~(1.3)有一个近似解，运用 Leray-Schauder 不动点定理，对任意固定 

，考虑如下的线性常微分方程系     1

1

,
m

m km k
k

u t d t C H 


 
    , , ,0 1, 1,2, , .m mx mxx mxxxx jv u u f j u j           mtu v m               (2.2) 

通过线性常微分方程的古典理论，系统有一个唯一的以 为周期的解  jmg t ，来自空间 到自身

的连续紧映射

1 , mC H 
F : ，显然   m mv t u t F 在 0 u 1  上是完全连续和一致连续的，显然，当 0  时，线性系

统(2.2)有一个唯一解，因此通过 Leray-Schauder 不动点定理，为证明原方程近似解的存在性，只需证对(2.2)的

所有可能的近似解满足下列估计式： 

 
0
sup mt
t
u t K

 
                                       (2.3) 

引理 2.2 令  , f C H ，那么存在一个正常数 1K ，使得 

2 2 2

1
0
sup m mt mt
t

u u u
 

K                                 (2.4) 

其中 1K 仅仅依赖于 ，  ， ， f ，d，L。 

证明：将(1.1)式乘以 jmg ，并对 j从 1 到 m求和 

2 2 21 d
d

2 d m m mx m m m mu u u u x u u fu
t

 


      dx
                     (2.5) 

由 Young 不等式，Gagliardo-Nirenberg 不等式，得 

1 1 1 1

2 2 2 2
4 4

4 2
2

d

2 2

m mx m m m mx mx m mx m mx

mx m
mx m

u u u x u u u u u u u u

u u
u u


 

  


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则有， 

4 2

d
2 2
mx m

m mx m

u u
u u u x


                                     (2.6) 

由(2.5)，(2.6)，Hölder 不等式，Young 不等式和 Poincaré 不等式，得 

2 2 2

2 4 22 2

1 d
d d

2 d

2 2 2 2 2 2

mx m m m m mx m

m mx m mx

u u u fu x u u u x
t

u u u uf f

 
 

     

     

 
4          (2.7) 

则有 

2
2 2 2

0

1 d 1

2 d 2 2m m m

f
u u u

t
         

 
C                          (2.8) 

2

0mu C   

将(1.1)式乘以 jmg ，并对 j从 1 到 m求和 

2
2 2 2 2

2 2
3

0 1

d d

2 d 2 d 2

2 2

mt m m mx m

mx

f
u u u u u

t t

f f
u C

 
     

C    

                 (2.9) 

(2.8) +  (2.9)，得 

2 2 2

2 2

0 1 2

d 1 1

d 2 2 2 2

2

m m m

m mt

u u u
t

u u C C C

  

 

        
 

     

2

mu
 
 
                    (2.10) 

在  0, 积分(2.10)式，得 

2 2 2

2
0

1
d

2 2m m mtu u u t
 

C           
  

  

取
1

2
  ， 0 ，则存在  0,t   ， ，使得 0d 

     2 2 2
2

m m mt

C
u t u t u t

d
        

关于 t从 到t  ,t t t t    积分(2.10)式，存在 L > 0，使得 

     2 2 2 2
2 1m m mt

C L
u t u t u t C K

d
        

因此 

     2 2 2

1
0
sup m m mt
t

u t u t u t K
 
                              (2.11) 

因此，我们能够得到估计  
0
sup mt
t
u t K

 
 ，通过 Leray-Schauder 不动点定理，我们能得到下面的定理。 

定理 2.1 令  , f C H ，对任意给定的数m N ，(1.1)~(1.3)有一系列近似解 

   1 ,m mu t C H  
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3. 先验估计 

前面已经证明了问题(1.1)~(1.3)有一系列近似解，为证明问题(1.1)~(1.3)的近似解序列  的收敛性，需

要对 给出一个先验估计。 
1m m

u




mu

引理 3.1 若 ，那么存在一个正常数 2,f C H   2 2 1, , , , ,K K K    f ，满足 

3 2 2

23
0
sup mx mxxx mt
t
u u u

 
    K  

证明：将(1.1)式分别乘以 j jmg 和 j jmg  ，并对 j从 1 到 m分别求和 

   , ,mt m mx mxx mxxxx m mu u u u u u f u                                   (3.1) 

   , ,mt m mx mxx mxxxx mt mtu u u u u u f u                                  (3.2) 

由(3.1)，得 

2 2 21 d
d d

2 d mx m mx mxx mxx mxxx mxxu u u u x u u fu
t

 
 

    x                    (3.3) 

由 Hölder 不等式，Young 不等式，引理 2.1，得 

22
2 3 2 2

3

2 2

1 3

1 d 1
d

2 d 2 2 2

1

2 2 2

mxx
mx mx mxxx mxx mxx mxx

uf
u u u fu x u u

t

f f
K C

 




      

      
 


2

 

则有 

2
2 3 2

33

1 d 1

2 d 2 2mx mx mxxx

f
u u u

t
   C                              (3.4) 

由(3.2)，得 

22
2 3 2 2

3

1 d d d
d

2 d 2 d d 2 2
mt

mt mx mxx mxxx mtxx mt

uf
u u u u fu x f u

t t t

 



           

2
2 3 2 2

3

1 1 d d d

2 2 d 2 d dmt mx mxx mxxx

f
u u u u

t t t

 


    
2

                  (3.5) 

(3.4) +  (3.4)，得 

2 2
2 3 2 2 3 2 2

3 43 3

d 1 1

d 2 2 2 2 2 2 2mx mx mxx mxxx mx mxxx mt

f f
u u u u u u u C

t

   
            

 
C   (3.6) 

在  0, 积分(3.6)式，得 

3 2 2

43
0

1
d

2 2mx mxxx mtu u u t C
       
   

取 0  ，则存在 0,t   ，d > 0，使得 

     3 2 2

5
3

mx mxxx mtu t u t u t C       

关于 t从 到t  ,t t t t    积分(3.6)式，使得 
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     3 2 2

63mx mxxx mtu t u t u t C     

结合(2.11)式，存在一个常数 2K 仅仅依赖于 1, , , , ,K f    ，使得 

3 2 2

23
0
sup mx mxxx mt
t
u u u

 
    K



 

引理 3.2 若 ，那么存在一个正常数 2,f C H  3 3 1 2, , , , ,K K K K   f ，使得 

2

3
0
sup mxxxx
t
u K

 
  

证明：将(1.1)式分别乘以 2
j jmg 和 2

j jmg  ，并对 j从 1 到 m分别求和，得 

   , ,mt m mx mxx mxxxx mxxxx mxxxxu u u u u u f u                              (3.7) 

   , ,mt m mx mxx mxxxx mtxxxx mtxxxxu u u u u u f u                             (3.8) 

由(3.7)，得 

2 2 2d
d d

d mxx m mx mxxxx mxxx mxxxx mxxxu u u u x u u fu
t

 
 

     x  

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式，得 

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

7 8 94 4
d

2m mx mxxxx m mx mxxxx mx m mxx mx mxxxx

f
u u u x C u u u C u u u u C u




     

则有 
2

2

9d
2m mx mxxxx mxxxx

f
u u u x C u




                            (3.9) 

由 Hölder 不等式，Young 不等式，和(3.9)，得 

2 2 2

22
2

9 2

2
2 1

9 2

d
d

d

2 2

2 2

mxx mxxxx mxxxx mxxx m

m
mxxxx

mxxxx

u u fu x u f
t

uf
C u K

f K
C u K

 






     


   


   

 u

                   (3.10) 

由(3.8)式，得 

2 2 2d d
d d

2 d 2 dmtxx m mx mxxxx mxxx mxxxx mtxxxxu u u u x u u fu
t t

 
 

     x  

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式，有 

12 134 4 4 4

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
14 15

2

16

d d d

3 d d

3

m mx mtxxxx mx mx mtxxx m mxx mtxxx

mxx mx mtxx m mxxx mtxx

mxx mx mtxx m mxxx mtxx

mxxx mxx mxx mx mx m mxx mtxx

mtxx

u u u x u u u x u u u x

u u u x u u u x

C u u u C u u u

C u u u u C u u u u

C u

  

 

 

 

 

   
 



  
 
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则有 

2

16dm mx mtxxxx mtxxu u u x C u


                                 (3.11) 

由 Hölder 不等式，Young 不等式，得 

22
2 2 2 2

16

d d
d d

2 d 2 d 2 2
mt

mtxx mxxx mxxxx m mx mtxxxx mtxxxx mtxx

uf
u u u u u u x fu x C u

t t

 
 


         

则有 

2
2 2 2

17

d d

2 d 2 d 2mt mxxx mxxxx

f
C u u u

t t

  
                              (3.12) 

(3.10) +  (3.12)得 

2 2 2 2 2 2

10 17 11 18

d

d 2 2m mxxx mxxxx mxxxx mtu u u C u C u f C
t

             
 

C                  (3.13) 

在  0, 积分(3.13)式，得 

 2 2

10 17 18
0

dmxxxx mtC u C u t C


     

取 0  ，则存在 0,t   ，使得 

   2 2

19mxxxx mtu t u t C     

关于 t从 到t  ,t t t t    ，积分(3.13)式，使得 

   2 2

3mxxxx mtu t u t K    

因此， 

2

3
0
sup mxxxx
t
u K

 
  

4. 时间周期解 

定理 4.1 假定  2, f C H ，那么方程(1.1)~(1.3)有一个解满足    1 4, ,u x t C H 。 

证明：任意给定 ，已经证明了方程(1.1)~(1.3)有一个近似解m N  mu t 。例如系统(1.4)成立，并且有一些

关于 范数的估计，对于每一个固定的 t，范数 mu t   4m H
u t 的统一边界使得它可能选择一弱收敛于 的

子序列 ，那将能证明

4
tu H

 t mku   ,u x t 是问题(1.1)~(1.3)的一个解。事实上，   u tmk 在空间分别弱收敛于  ,u x t ，

就有下面的结果：对任意给定的 t 0, ， 

   mku t u t ，  k  在 4H 内弱收敛                           (4.1)  

   mkxx xxu t u t ，  k  在 1H 内弱收敛                          (4.2) 

由于 4H 紧嵌入 中，则可以选择一个子序列2L   mku t ，并且仍用   mku t 表示，使得对于任意给定的  0,t  ， 

   mku t u t ，  k  在 内强收敛                              (4.3) 2L

   mku t u t ，  k  在 Ω内几乎处处收敛                        (4.4) 

由(1.5)，引理 2.1，对于任意给定的  0,t  ，   mku t 在空间 2H 内一致弱收敛，仍用 来表示，对于任  mku t 
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意给定的  0,t  ， 

   mku t u t   ，  k  在 内弱收敛                            (4.5) 2L

引理 3.2，对于任意给定的  0,t  ， 在空间 内弱收敛，对于任意给定的  mku t  2L  0,t  ， 

   mkxxxx xxxxu t u t ，  k  在 内弱收敛                           (4.6) 2L

类似于(4.3)，我们可以选择一子序列 ，并且仍用  mku t    mku t 表示，使得对于任意给定的  0,t  ， 

  3
mku t H   ，  k  在 内强收敛                               (4.7) 2L

 mku t   ，  k  在 Ω内几乎处处收敛                           (4.8) 

用(4.6)和(4.8)，得 

  mku t u t   k ，  在 Ω内几乎处处收敛                             (4.9) 

由不等式(1.6)，引理 2.1，引理 3.1 和引理 3.2 

m mxu u C  

其中 C是一个常数。由(4.4)和(4.9)得 

   
   
   

4 44 4

mk mkx x mk mkx x x mk

mk mkx x x mk

mk mkx x mk

u u uu u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

    

  

     

  

0 ,  k 

因此 

       mk mkx xu t u t u t u t ，  k  在 Ω内几乎处处收敛                    (4.10) 

       mk mkx xu t u t u t u t ，  k  在 内弱收敛                         (4.11) 2L

从 ，引理 3.2 和(4.1)，有  4
mu t 1 ,C H     1 ,u t C H 4 ，对于任意给定的  0,t  ， 

   mkt mu t u t ，  k  在 内弱收敛                           (4.12) 2L

方程(1.5)的每一项乘以任意的    ,jmC t C R 并对 j从 1 到 m求和，这样给出 

     1, , , ,mt m mx mxx mxxxx mu u u u u f C H                                (4.13) 

0K ，通过 ，当 时，有 
0 0 1mK mKH H   0k K对于任意给定的

     0

1, , , ,mkt mk mkx mkxx mkxxxx mKu u u u u f C H                            (4.14) 

应用(4.5)，(4.11)，(4.12)，(4.14)式中取极限 ，得 k 

     0

1, , , ,t x xx xxxx mKu uu u u f C H                                  (4.15) 

0K这里的数 是任意的，使得对所有的  1
1, mC  
   方程(4.15)成立。由于 mH 在 中稠密，函数2L  u t 对于所

有的 满足方程(4.15)。于是 是问题(1.1)~(1.3)的一个解。这样就完成了定理 4.1 的证明。 1 2,C L    u t

5. 小结 

本文证明了非线性波动方程的时间周期解，由原方程不能直接使用嵌入定理，所以我们先利用 Galerkin 方
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法构造了近似解，由于这是个有限问题，紧致性是满足的，然后利用 Leray-Schauder 不动点定理证明时间周期

解的存在性，最后运用周期解的先验估计和紧性证明了近似解的极限就是原方程的时间周期解。 
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