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Abstract 

Let G be a simple connected graph. The total eccentricity ( )Gζ  and total eccentricity polynomial 

( ),G xζ  of a graph G are defined as ( ) ( )
( )
∑ G
V G

G
υ

ζ ε υ
∈

=  and ( ) ( )

( )
∑, G

V G
G x xε υ

υ
ζ

∈

= , where ( )Gε υ  

denotes the eccentricity of vertex υ  in G. In this paper, the total eccentricity and total eccentrici-
ty polynomial of double cover graph and extended double cover graph and subdivision graph of a 
given graph under the graph operations are computed and the exact expressions and some 
bounds are given. 
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摘  要 

让G 表示一个简单连通图，图G 的总离心率 ( )Gζ 及多项式 ( ),G xζ 分别定义为 ( ) ( )
( )
∑ G
V G

G
υ

ζ ε υ
∈

= ，

( ) ( )

( )
∑, G

V G
G x xε υ

υ
ζ

∈

= ，这里 ( )Gε υ 是顶点υ 在G 中的离心率。在本文中，计算了在图运算下图的双覆盖

图和拓展双覆盖图以及剖分图的总离心率及多项式，并给出具体的关系表达式和一些界。 
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1. 引言 

设G 是一个简单连通图，顶点集为 ( )V G ，边集为 ( )E G 。对两个点 ( ),u V Gυ∈ ，它们的距离的定义

为它们之间的最短路径的长度，记为 ( ),Gd u υ 。顶点υ的离心率 ( )ε υ 是υ到其它点的距离的最大值。用

( )degG υ 表示顶点υ的度。若 ( )deg 1G υ = ，则称υ为好连接点。用 ( )Gω 表示图G 中好连接点的个数。 
一个最早研究基于距离的分子结构描述符是 Winner 指数[1]，这一拓扑指标在数学文献中已经被广泛

研究，另一个关于距离的研究指标是离心连通指标，是 Sharma，Goswami 和 Madan [2]引入的，离心连通 
指标用 ( )c Gξ 表示，定义为 ( )

( )
( ) ( )degc

G G
V G

G
υ

ξ υ ε υ
∈

= ∑ ，关于与这方面研究相关的文章可以参考文献[3] 

[4]，总离心指标是基于离心连通指标而提出的另一种研究距离的指标，用 ( )Gζ 表示，定义为：

( ) ( )
( )

G
V G

G
υ

ζ ε υ
∈

= ∑ ，多项式定义 ( ) ( )

( )
, G

V G
G x xε υ

υ
ζ

∈

= ∑ ，其中 ( ) ( )( )
1

,
x

G G xζ ζ
=

′= ，本文主要考虑它的数

学性质。 
对于连通图G ，用 ( ) 1 2 nV G υυ υ=  表示G 的顶点集，其双覆图G′定义如下：与 ( )V G 对应，在G′中

有两个顶点集 1 2, , , na a a 和 1 2, , , nb b b ，对每条边 ( ) ( ),i j E Gυ υ ∈ ，有 ( ),i ja a ， ( ),i jb b ， ( ),i ja b ，

( ) ( ),j ia b E G′∈ 。 

拓展双覆图 G′′ ：同样与 ( )V G 对应，在 G′′ 中也有两个顶点集 1 2, , , na a a 和 1 2, , , nb b b ，对

( ) ( ),i j E Gυ υ ∈ ，有 ( ),i ia b ， ( ),j ja b ， ( ),i ja b ， ( ) ( ),j ia b E G′′∈ 。 

剖分图 ( )S G 是在图G 的每一条边上都插入一个新的顶点而得到的图，也是等价于G 的每一条边都

被换成一个长度为 2 的路，剖分的图 ( )S G 的双覆盖图用 ( )S G ′表示，拓展双覆盖图用 ( )S G ′′表示。 

2. 主要结果 

定理 1. 如果G 是具有好连接点的连通图，那么 

( ) ( ) ( )2G V G Gζ ω= − ， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2,G x x V G x x Gζ ω= + − 。 

证明：因为图G 含有好连接点，由离心率的定义得，图G 中的任意点的离心率要么为 1，要么为 2，
从而可把G 中的顶点分成两类。用 1G 表示顶点离心率为 1 的点的集合，用 2G 表示顶点离心率为 2 的点
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的集合，则： 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 1
( ) 1 2 1 1

2 ,

G G G
V G V G V G V G V G V G V G

G

V G G

υ υ υ υ υ υ υ

ζ ε υ ε υ ε υ

ω

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= = + = + + −

= −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1

2( ) 2 2

2 2

,

.

G GG

V G V G V G V G V G V G V G

G x x x x x x x x

x V G x x G

ε υ ε υε υ

υ υ υ υ υ υ υ

ζ

ω

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= = + = + + −

= + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

定理 2. 设G 是一个连通图，则 

( ) ( ) ( )( )2G G Gζ ζ ω′ = + ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2, 2 ,G x G x x x Gζ ζ ω′ = + − 。 

证明：由双图覆盖图的定义可得： ( ) ( ) ( )2G i G i G id a d b d υ′ ′ ′= = ，当 ( ) 2G iε υ ≥ ， ( ) ( ) ( )G i G i G ia bε ε ε υ′ ′= = ，

当 ( ) 1G iε υ = ， ( ) ( ) ( ) 1G i G i G ia bε ε ε υ′ ′= = +  [5]，则 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
1,2, , 1,2, , 1 ( ) 2

2 1

2 ,
G i G i

G G i G i G i G i
V G i n i n

G a b

G G

υ ε υ ε υ
ζ ε υ ε ε ε υ ε υ

ζ ω

′ ′ ′
′∈ = = = ≥

 
′ = = + = + +  

 
= +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
   

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( )

1

1,2, , 1,2, , 1 2

1

2 1 1 1

2

, 2

2

2 , .

G i G i G i G iG

G i G i

G i G i G i G i

G i G i G i G i

a b

V G i n i n
G x x x x x x

x x x x

G x x x G

ε ε ε υ ε υε υ

υ ε υ ε υ

ε υ ε υ ε υ ε υ

ε υ ε υ ε υ ε υ

ζ

ζ ω

′ ′′ +

′∈ = = = ≥

+

≥ = = =

 
′ = = + = +  

 
 

= + + −  
 

= + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

 

推论 1. 如果一个连通图 G 不具有连接好点，则 

( ) ( )2G Gζ ζ′ = ， 

( ) ( ), 2 ,G x G xζ ζ′ = 。 

证明：因为图 G 无好连接点，所以 ( ) 0Gω = 。由定理 1 可得 ( ) ( )2G Gζ ζ′ = ， ( ) ( ), 2 ,G x G xζ ζ′ = ，

成立。 
推论 2. 如果连通图 G 具有好连接点，则 

( ) ( )4G V Gζ ′ = ， 

( ) ( )22 , G x V G xζ ′ = 。 

证明：由定理 1 和定理 2 可得。 
定理 3. 设 G 是双覆盖连通图，G′′是它的拓展双覆盖图，则 

( ) ( ) ( )( )2G G V Gζ ζ′′ = + ， 

( ) ( ), 2 ,G x x G xζ ζ′′ = 。 

证明：由拓展双覆盖图的定义可得： ( ) ( ) ( ) 1G i G i G ia bε ε ε υ′′ ′′= = +  ( 1, ,i n=  ) [5]，所以 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1,2, , 1,2, , 1,2, ,

2 1 2G i G i G i
i n i n i n

G a b G V Gζ ε ε ε υ ζ′′ ′′
= = =

 
′′ = + = + = + 

 
∑ ∑ ∑
  

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1,2, , 1,2, , 1,2, ,
, 2 2G i G i G ia b

i n i n i n
G x x x x x Gε ε ε υζ ζ′′ ′′ +

= = =

 
′′ = + = = 

 
∑ ∑ ∑
  

。 

推论 3. 如果连通图 G 具有好连接点，则 

( ) ( ) ( )6 2G V G Gζ ω′′ = − ， 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3, 2 2G x x V G x x Gζ ω′′ = + − 。 

证明：由定理 1 和定理 3 可得。 
推论 4. 连通图 G 的双图覆盖图G′′与双覆盖图G′的关系为： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2G G V G Gζ ζ ω′′ ′= + − ， 

( ) ( ) ( ) ( )2, , 2G x x G x x x Gζ ζ ω′′ ′= + − 。 

证明：由定理 2 和定理 3 可得。 
引理[6]：设 G 是一个连通图，则有： 
1) 对任意 ( )V Gυ∈ ，有 ( ) ( ) ( )2 GS Gε υ ε υ= ， 

2) 对任意 ( )e E G∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1L G S G L Ge e eε ε ε≤ ≤ + 。 

定理 4. 设 G 是一个连通图，则 ( )S G 的总离心率及多项式满足： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2G L G S G G L G E Gζ ζ ζ ζ ζ+ ≤ ≤ + + ，
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

2 2 2 2

2 2 2 2

min , , , , , ,

max , , , , , .

G x x L G x G x L G x S G x

G x x L G x G x L G x

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

+ + ≤

≤ + +
 

证明：由总离心率及多项式定义和引理[6]得： 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )2 2S G S G
V G e E G

S G e G L G
υ

ζ ε υ ε ζ ζ
∈ ∈

= + ≥ +∑ ∑ ， 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )2 2S G S G
V G e E G

S G e G L G E G
υ

ζ ε υ ε ζ ζ
∈ ∈

= + ≤ + +∑ ∑ 。
 

当 1x ≤ 时，有 ( ) ( )2 1 2S G S Gx xε ε+
≤ ，所以 

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( ) ( )

( )
( )( )

2 1 2

( )2 2, ,

L G S G L G

S G

e e e

e E G e E G e E G

e

e E G

x x x

x L G x x L G x

ε ε ε

ε
ζ ζ

+

∈ ∈ ∈

∈

≤ ≤

∴ ≤ ≤

∑ ∑ ∑

∑
 

当 1x > 时，有 ( ) ( )2 2 1S G S Gx xε ε +
≤ ，所以  

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2 1

2 2, ,

L G S G L G

S G

e e e

e E G e E G e E G

e

e E G

x x x

L G x x x L G x

ε ε ε

ε
ζ ζ

+

∈ ∈ ∈

∈

≤ ≤

∴ ≤ ≤

∑ ∑ ∑

∑
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综上可得，对任意 x R∈ 有： 

( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }2 2 2 2min , , , , max , , ,x L G x L G x L G x x L G x L G xζ ζ ζ ζ ζ≤ ≤   

而 

( )( ) ( )( )

( )

( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

2, ,S G S G S Ge e

V G e E G e E G
S G x x x G x xε υ ε ε

υ
ζ ζ

∈ ∈ ∈

= + = +∑ ∑ ∑ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

2 2 2 2

2 2 2 2

min , , , , , ,

max , , , , , .

G x x L G x G x L G x S G x

G x x L G x G x L G x

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

∴ + + ≤

≤ + +
 

推论 6. 设G  ( ( ) 3V G ≥ )是一个连通图，则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )4 4 4 4 2G L G S G G L G E Gζ ζ ζ ζ ζ′+ ≤ ≤ + + ，
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

2 2 2 2

2 2 2 2

min 2 , 2 , , 2 , 2 , ,

max 2 , 2 , , 2 , 2 , .

G x x L G x G x L G x S G x

G x x L G x G x L G x

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

′∴ + + ≤

≤ + +
 

证明：由定理 2 和定理 4 可得。 
推论 7. 设 G 是一个连通图，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4 4 2 4 4 2 2G L G V G S G G L G V G E Gζ ζ ζ ζ ζ′′+ + ≤ ≤ + + + ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

min 2 , 2 , , 2 , 2 , ,

max 2 , 2 , , 2 , 2 , .

x G x x L G x x G x x L G x S G x

x G x x L G x x G x x L G x

ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

′′+ + ≤

≤ + +
 

证明：由定理 3 和定理 4 可得。 
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