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Abstract 
Linear algebra is an important mathematical course in the University, is also on the indispensable 
part of the postgraduate entrance exam. Many concepts have strong logic and abstraction which 
have made the students many difficulties in the study. Combined with linear algebra teaching 
practice, this paper makes a simple summary of several important mathematical ideas in the 
course of linear algebra. 
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摘  要 

线性代数作为大学中的一门重要数学课程，也是研究生入学考试的必考内容。很多概念具有较强的逻辑

性和抽象性，这些概念即是线性代数教学的重点也是难点，给学生的学习和运用制造了很多困难。本文

结合线性代数教学实践，对线性代数课程中几个重要的数学思想做个简单总结，希望引起广大教学工作
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者的讨论。 
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1. 引言 

线性代数作为大学中的一门重要数学课程，也是研究生入学考试的必考内容。很多概念具有较强的

逻辑性和抽象性，这些概念即是线性代数教学的重点也是难点，给学生的学习和运用制造了很多困难。

一部分学生虽然硬性的记住了结论和方法，即使机械地解决了一些问题，但并没有真正理解这些方法，

更不能解释为什么这么做就是对的。为了从根本上解决线性代数的教与学的困难，数学教育工作者和一

线教师们都做了很多研究工作。大家普遍认为在教学过程中应该注意引导学生体会并应用每个数学概念

中蕴含的数学思想，从而更好的掌握所学知识，提高学生的数学思维能力，改善其数学素养。本文结合

线性代数教学实践，对线性代数课程中几个重要的数学思想做个简单总结，希望引起广大教学工作者的

讨论。 

2. 类比思想 

矩阵实际上是一个矩形数表，学生对矩阵的概念比较陌生，是新知识，但是对实数不陌生，所以在

引入矩阵的概念后，类比实数的运算，定义了矩阵的运算并研究了它的运算律，其中有符合实数运算思

维的，也有不符合的。学生可进行类比记忆并应用。 
如矩阵的加法运算及交换律、结合律等都与实数的相符。类比实数中的单位数 1，矩阵中有单位矩

阵 nE ，并且单位矩阵 nE 与单位数 1 有相同的性质 n nE A AE A= = ，在应用过程中也很灵活，很巧妙。类

比实数中的特殊数值 0，矩阵中有零矩阵。类比实数的乘法运算中的一条重要性质：“如果实数 
1 1 1a a
a a
⋅ = = ，

1
a
称为 a 的倒数，也记作 1a− ”，引进逆矩阵：“设是 nn 阶方阵，若存在 n 阶方阵 B， 

使得 AB BA E= = ，则称方阵 A 是可逆的，并称矩阵为 AA 的逆矩阵，记作 1A− ”。在判断方阵 A 是否可

逆时，类比若则 aa 有倒数，对于矩阵有若 0A ≠ ，则 A 可逆等等。 

矩阵是个新概念，虽然由数组成，但毕竟不是数，自然也就有很多与数不一样的地方，如矩阵无除

法运算；在矩阵的乘法运算中，着实颠覆了数的乘法运算法则，由此产生的运算律也有很大不同。如矩

阵乘法不满足交换律，即“ AB BA≠ ”；也不满足消去律，即“由且 0 0A A≠ ≠ ，不能得出 B C= ”。另

外单位矩阵 nE 虽然与单位数 1 有很多类似的地方，但是也有不同的地方，如单位数 1 是唯一的，但是单

位矩阵不唯一，因阶数不同有无穷个，应用时应注意选择阶数等。 

在学习向量空间时，由于向量空间实际上是满足一定条件的 n 维向量组的集合，所以向量空间具有

向量组的所有性质，只是一些量的名称换了。在授课时可以先给出向量空间的定义，然后采用类比方法

给出其他量的定义，如表 1。 

这样学生就感觉是旧知识，新叫法，难度降低了，接受起来也就容易了。 

类似的还有：矩阵间的三种关系——等价、相似、合同，矩阵等价与向量组等价，向量组的线性相

关与线性无关，线性方程组解的判定等知识，都可以通过比较法进行讲授，使学生易于掌握，并且还可

以把单个的知识点穿成串，更容易体会知识的连贯性与相通性，提高综合分析能力[1] [2]。 
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Table 1. Vectors and vector space concepts 
表 1. 向量组与向量空间概念类比 

向量组 V 向量空间 V 

最大线性无关组 1 2, , , rα α α  基 1 2, , , rα α α  

两两正交的单位向量组 标准正交基 

秩为 r 维数为 r 

向量用最大线性无关组线性表示 1 1 2 2 r rx x xβ α α α= + + +  向量在基 1 2, , , rα α α 下的坐标 ( )1 2, , , rx x x  

最大无关组不唯一 基不唯一 

3. 归纳和总结的思想 

线性代数整本书都是围绕矩阵展开的，先是研究矩阵，然后是以矩阵为工具去求解线性方程组，进

而研究向量、向量空间和二次型。但是拨开各种掩饰的外衣，去寻求问题的本质，线性代数实际上是按

照“一般矩阵-方阵-实对称矩阵”这种从一般到特殊的思路去研究矩阵的。如先是给出了矩阵的概念及运

算(一般矩阵)，又研究了行列式和矩阵的逆(这是方阵特有的)；先研究了方阵的特征值、特征向量，又研

究了实对称矩阵的相似对角化、二次型(与实对称矩阵一一对应)；先研究矩阵的相关性质，又研究向量、

向量组(一种特殊的矩阵)，进而研究向量空间(特殊的向量组)。 
在处理某些具体知识点时，又遵循了从特殊到一般的研究规律。如求行列式的值时，先求二阶、三

阶行列式，进而寻找规律，定义一般行列式的计算公式；再如在判断方程组什么时候无解，什么时候有

唯一解、无穷多解时先是通过几个具体的方程组求解，然后去猜测规律，再证明猜测，进而得到方程组

有、无解的一般规律。这样得出的结论学生容易理解，并且证明过程也“呼之欲出”[3]。 

4. 划归思想 

线性代数中矩阵的内容强调矩阵是一个非常好的工具，是线性代数的基础内容。线性代数中研究的

其他问题都可以转化成矩阵问题。如线性方程组求解，首先由系数、常数组成增广矩阵，然后对增广矩

阵进行初等行变换化为行阶梯型矩阵，然后求秩判断方程组解的情况。研究向量组的秩及最大线性无关

组时，是把每个向量作为矩阵的列向量组成矩阵，然后进行研究。研究二次型时先转化成对称矩阵，然

后把对称矩阵合同对角化，进而得到二次型的标准型。解决实际问题时，先根据题意提炼出矩阵，然后

对矩阵进行处理，再利用最终的化简结果去解释实际问题等等。 
线性代数中的转化，既可以看成是把不会的、不熟悉的问题转化成会的、熟悉的问题，也可以看成

是一种语言的转换，还可以看出知识的相通性。抓住事物的本质，本质问题解决了，其他问题也就迎刃

而解了。所以学生只要弄透了矩阵的相关内容，线性代数这门课也就学好了。 

5. 函数思想 

函数思想就是把问题经过适当的数学变化和构造，使一个非函数的问题转化为函数的形式，并运用

函数的性质来处理这一问题，是一种重要的数学思想方法。函数思想在线性代数课程中有着广泛的应用，

其中行列式是渗透数学思想知识点及方法技能的最佳交汇。行列式是数也是式，行列式的计算和证明中

蕴含着丰富的函数思想[4]。 
利用多项式带余除法思想： 

例 1. 设
1 0 1
0 0 1
0 1 1

A
 
 = − 
 − − 

，计算 ( ) 8 5 4 22 3 14g A A A A A E= − + + − 。 
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解析：记 ( ) 8 5 4 22 3 14g x x x x x= − + + − ，矩阵 A 的特征多项式 

( ) 3 2 1Af x x x= − + 。 

由带余除法，得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 2 22 1 2 4 5 9 14 24 37 Ag x x x x x x x x x f x q x r x= − + + − + − + − = +  

由 Hamilton-Cayley 定理，得 ( ) 0Af A = ，从而有 

( ) ( ) 2

13 24 37
24 37 0 24 61

0 61 85
g A r A A A

− − − 
 = = − =  
 
 

。 

利用多项式函数的相等定义： 
例 2. 设 a，b，c 是互异的数，证明： 

3
3 3 3

1 1 1
0 0D a b c a b c

a b c
= = ⇔ + + = 。 

解析： 3D 与范德蒙行列式十分接近，只要把第三行换成 ( )2 2 2a b c ，所以很自然的想到把 3D 改造

成范德蒙行列式，然后再利用函数思想从两者的联系中去求 3D 。构造 4 阶范德蒙行列式 

( )4 2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

, , ,
a b c x

D D a b c x
a b c x
a b c x

= =  

则 3 34 34D M A= = − 。 
按范德蒙行列式公式和按第四列展开两种方法求 4D ，有 

( )( )( )( )( )( ) 2 3
4 14 24 34 441 ,D b a c a x a c b x b x c A x A x A x A= − − − − − − = ⋅ + ⋅ + + ⋅  

所以是 2 2x x 的系数的相反数，而 2x 的系数为 

( )( )( )( )b a c a c b a b c− − − − + + 。 

所以 

( )( )( )( )3D b a c a c b a b c= − − − + + ， 

故 

3 0 0D a b c= ⇔ + + = 。 

6. 总结 

本文对线性代数教学过程中涉及的几个重要数学思想方法做了简单的剖析，通过在这方面的持续努

力，已经在教学效果上得到了积极的效果，但这远不是全部。我们希望起到抛砖引玉的作用，引起广大

教学工作者的讨论，共同学习和提高线性代数的教学水平。 

基金项目 

河北省精品课程《线性代数》。 
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