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Abstract 
In this paper, we mainly study the solution of sparsity-constrained split feasibility problem. Under 
some reasonable assumptions, we use IHT algorithm to get the stationary points of sparsity-  
constrained split feasibility problem and get a conclusion which plays an important role in local 
convergence analysis. 
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摘  要 

本文，我们主要研究带稀疏约束的分裂可行问题。在某些合理的假设下用IHT算法，得到了带稀疏约束

的分裂可行问题的稳定点及给出在局部收敛性分析中起到了重要作用的结论。 
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1. 引言 

近几年来，带稀疏约束的最优化问题得到了学者们广泛的关注，这是因为它在信号处理、图像恢复

等领域有着重要的应用[1]-[4]。不论是在理论、算法还是在应用方面，已经有了大量的研究。 
大多数的理论研究都是关于带稀疏约束的一般连续可微函数，问题形式如下： 

( )min f x  使得
0

x s≤                                     (1.1) 

其中， : Nf R R→ 是一个连续可微的函数 0s > ，是一个小于 N 的整数。
0

. 代表零范数(是向量中非零分

量的个数)。目前，问题(1.1)已经引起了大量学者的研究，并提出了许多算法，但大多数的算法产生的点

列都只是收敛到问题(1.1)的稳定点。在[5]中，作者引用了一种叫 IHT 的算法用来解问题(1.1)，并证明由

该算法产生的点列的任意聚点都为问题(1.1)的 L-稳定点。 

关于问题(1.1)的特殊形式 ( ) 21
2

f x Ax b= − ，其中 M NA R ×∈ ， Mb R∈ ，也得到了广大学者的广泛关

注[6]-[8]。 
本文，我们主要研究的是带稀疏约束的分裂可行问题，分裂可行问题就是下述形式的问题，最早被

Censor 在[9]中提出： 
找向量 

x C∈ , Ax Q∈                                     (1.2) 

其中， ,C Q 分别为 NR 和 MR 中的非空闭凸集， A 为一个 M N× 的实矩阵。 

本文研究的是带稀疏约束的分裂可行问题，问题形式如下： 
找向量 

x C∈ , Ax Q∈ , 使得
0

x s≤                              (1.3) 

受到[5]的启发，我们通过求解下述最优问题得到(1.3)的近似解 

( ) ( )2 21 1min
2 2Q CAx P Ax x P x− + −  

0
x s≤                                       (1.4) 

注 1：在本文中我们取 ( ) ( ) ( )2 21 1min
2 2Q Cf x Ax P Ax x P x= − + − 。 

2. 预备知识 

2.1. 支撑映射 

定义：对任意的非空闭集 NRΩ ⊂ ，称 ( ) arg min
y

P x x yΩ
∈Ω

= − 为 x 到Ω 的投影。称由 NR 往稀疏集 S 上

的投影为支撑映射。 
显然，往稀疏集 S 上的投影 ( )SP x 的分量包括 s 个绝对值最大的分量和 N s− 个零。即：设

( ) { } { }1 2, , , 1, 2, ,s sI x j j j N= ⊆  为 x 的指标集，且 

( ) ( )min max
s si ii I x i I xx x∈ ∉≥ , 
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则 

( ) ( ) ( ){ }, ; 0,N
S i i s i SP x y R y x i I x y i I x= ∈ = ∈ = ∉ 。 

因为 S 非凸的，所以 ( )SP x 一般不是一个单点集。为使 ( )SP x 为单点集，我们这样定义 ( )SP x ：设 ( )i xµ

代表 x 的第 i 大的分量，则有 ( ) ( ) ( )1 2 Nx x xµ µ µ≥ ≥ ⋅⋅⋅ ≥ 。记 ( )T
1 2, , , Nx x x x= ⋅ ⋅ ⋅ 。当 ( )i sx xµ≥ 时，取

( )( )S ii
P x x= ，如果有多于一个的 ( )i sx xµ= 时，随机从中选一个 ( )( )S ii

P x x= ；否则，取 ( )( ) 0S i
P x = 。即： 

( )( )
( )
( )

,

0

0

i si

S i sii

x x x

P x x x x

µ

µ

 >
 =



或

否则.

 

2.2. L-稳定点 

定义：如果对任意的 0L > ， *x S∈ ，满足如下： 

( )* *1
Sx P x f x

L
∗  ∈ − ∇ 

 
                                (2.1) 

则称 x∗ 为(1.4)的稳定点.其中， { }
0

NS x R x s= ∈ ≤ 为(1.4)的可行域， 

( ) ( ) ( )* T * *
Q Cf x A I P Ax I P x∇ = − + − 。 

2.3. 导集 

定义：记集合 B 的所有的聚点组成的集合为 B′ ,称 B′为 B 的导集。 
注 2：导集的一些性质：1) 若 B 为闭集，则 B B′ ⊂ ；2) 记 B 为 B 的闭包，则 B B B′= ∪ 。 
引理 2.1：对任意的 0L > ， *x 满足(2.1)当且仅当 *

0
0x ≤ ，且 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* * *

*

, ;

0, .

i s S

i S

f x L x i I x

f x i I x

µ

∗

∇ ≤ ∉

∇ = ∈



 

引理 2.2：(1.4)式中，目标函数的梯度函数 f∇ 在 NR 上是 Lipschitz 连续的，且 Lipschitz 常数为
2 1L A= + ，即： 

( ) ( )f x f y L x y∇ −∇ ≤ −  , Nx y R∈  

证明：对任意的 , Nx y R∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

T T

T T

2

2 1 .

Q C Q C

Q Q C C

Q Q C C

f x f y A I P Ax I P x A I P Ay I P y

A I P Ax A I P Ay I P x I P y

A I P Ax I P Ay I P x I P y

A Ax Ay x y

A x y x y

A x y

∇ −∇ = − + − − − − −

≤ − − − + − − −

= − − − + − − −

≤ − + −

≤ − + −

= + −
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即： ( ) ( )f x f y L x y∇ −∇ ≤ − 。 

证毕。 
引理 2.3 (the descent lemma [10])：假设 f 是一个连续可微的函数，且其梯度函数是 Lipschtz 连续的，

并记其 Lipschtz 常数为 ( )L f ，则对任意 ( )L L f′ ≥ ，有 

( ) ( ), , , N
Lf x h x y x y R′≤ ∈  

其中 ( ) ( ) ( ) 2, , , ,
2

N
L

Lh x y f y f y x y x y x y R′

′
≡ + ∇ − + − ∈ 。 

引理 2.4：对于任意的 L L′ ≥ ，则对任意的 , Nx S y R∈ ∈ ，满足于 

( )1
Sy P x f x

L
 ∈ − ∇ 
 

                                 (2.2) 

则有 ( ) ( ) 2

2
L Lf x f y x y
′ −

− ≥ − 。 

其中，
2 1L A= + ， ( ) ( ) ( )T

Q Cf x A I P Ax I P x∇ = − + − 。 

证明：我们知(2.2)式可以写成如下形式： 

( )
2

1
arg min

z s
y z x f x

L∈

 ∈ − − ∇ 
 

                             (2.3) 

又因为

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2
2

, ,
2

1 1
2 2

L
Lh z x f x f x z x z x

L z x f x f x f x
L L

′
′

= + ∇ − + −

′  = − − ∇ + − ∇ ′ ′ 

。 

又 ( ) ( ) 21
2

f x f x
L

− ∇
′

关于 z 为常数，故(2.3)式等价于 ( )arg min ,L
z S

y h z x′
∈

∈ 。 

即： 

( ) ( ) ( ), ,L Lh y x h x x f x′ ′≤ =                                (2.4) 

由引理 2.4 可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),L ff x f y f x h y x− ≥ − 。 

即： 

( ) ( ) ( ) ( ),L ff y h y x L f L≤ =                               (2.5) 

联立(2.4)，(2.5)可得 ( ) ( ) 2

2
L Lf x f y x y
′ −

− ≥ − 。 

证毕。 
定理 2.1：对于任意的 L L′ ≥ ，设 *x 为(1.4)式的最优解，则 
(1) *x 是一个 L -稳定点。 

(2) ( )* *1
SP x f x

L
 − ∇ ′ 

为一个单点集。 

证明：我们同时证明(a)和(b)，假设存在向量 *y x≠ ，且有 

( )* *1
Sy P x f x

L
 ∈ − ∇ ′ 

 

在引理 2.4 中取 *x x= ，有 
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( ) ( )
2* *

2
L Lf x f y x y
′ −

− ≥ −  

这与 *x 为最优解矛盾。 
证毕。 

3. IHT 算法 

在本文我们引用求解带稀疏约束的一般连续可微函数的 IHT 算法来求解带稀疏约束的分裂可行问题。 
算法过程如下： 
步骤 1：任取 0,L L x S′ ≥ ∈ ； 

步骤 2： ( )1 1 , 0,1, 2,k k k
Sx P x f x k

L
+  = − ∇ = ′ 

； 

步骤 3：若有 1k kx x ε+ − ≤ ，则停止；否则令 1k k⇐ + ，转步骤 2。 

其中， ( ) ( ) ( )Tk k k
Q Cf x A I P Ax I P x∇ = − + − ， S 稀疏集 0ε ≥ 。 

引理 3.1：设{ }kx 为由 IHT 算法产生的点列，则 

(1) ( ) ( ) 21 1

2
k k k kL Lf x f x x x+ +′ −
− ≥ − ； 

(2) ( ){ }kf x 是一个不增数列； 

(3) 1 0k kx x +− → 。 

证明：在引理 2.4 中，取 1,k kx x y x += = ，从而由(1)成立。又由(1)可直接得出(2)，(3)成立。 
定理 3.1：设{ }kx 为由 IHT 算法产生的点列，则{ }kx 的任一聚点都为 L-稳定点。 

证明：该证明与[5]中定理 3.1 类似，证明过程如下： 
设 *x 为{ }kx 的任意聚点，则存在子列{ }nkx 收敛到 *x 。由引理 3.1 的(1)可得： 

( ) ( ) 21 1

2
k k k kL Lf x f x x x+ +′ −
− ≥ −                         (2.6) 

因为 ( ){ }kf x 为正数列，结合引理 3.1 中(2)，可以得出 ( ){ }nkf x 和 ( ){ }1nkf x + 收敛到同一极限 *f 。

从而有 n →∞时， ( ) ( )1 0n nk kf x f x +− → ，联立(2.6)式可以得出： 

当 n →∞时， 1 *nkx x+ → 。 
又 

( )1 1
n n nk k k

Sx P x f x
L

+  = − ∇ ′ 
。 

取 ( )*
si I x∈ 。因为 nkx 和 1nkx + 都收敛到 *x ，所以存在 N 使得当 n N> 时，有： 

1, 0n nk k
i ix x + ≠  

从而对所有的 n N> ： 

( )1 1
n n nk k k

i i ix x f x
L

+ = − ∇  

取 n →∞可得 ( )* 0i f x∇ = 。 
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再取 ( )*
si I x∉ 。如果存在有限个 nk 且 1 0nk

ix + ≠ 。则 

( )1 1
n n nk k k

i i ix x f x
L

+ = − ∇  

取极限可得 ( )* 0i f x∇ = 。特别地， ( ) ( )* *
i sf x L xµ∇ ≤ 。另一方面，如果存在 0M > ，使得对所有的 n M>

都有 1 0nk
ix + = ，则 

( ) ( ) ( )11 1
n n n n nk k k k k

i i s sx f x x f x x
L L

µ µ + 
− ∇ ≤ − ∇ = 

 
 

再取 n →∞，利用函数 ( ).sµ 的连续性可得： 

( ) ( )* *
i sf x L xµ∇ ≤  

从而结论得证。 
证毕。 
引理 3.2：设{ }kx 为由 IHT 算法产生的点列，且 B 为包含{ }kx 的所有聚点的集合， B ≠ ∅，则①

*lim k

k
x x

→∞
= ；或② B B′= ，其中 B′为 B 的导集。 

证明：假设①不成立，则证②成立。因为 B 为闭集，所以我们只需要证明 B B′⊂ 。 
设 *x B∈ ，故存在{ }kx 的子列{ }tkx 使得： 

*lim tk

t
x x

→∞
=                                      (2.7) 

因为①不成立，故存在{ }kx 和 *x 的一个 0δ 邻域，记作 ( )*
0,N x δ 使得： 

{ } ( )*
0,kx N x δ∩ ≠ ∅                                  (2.8) 

取 ( )00,δ δ∈ ，由引理 3.1 的(3)和(2.7)式知 0t∃ ，使得： 

*
0, ,

2
tkx N x t tδ ∈ ∀ ≥ 

 
                               (2.9) 

0

21 ,
2

k k
tx x k kδ+ − ≤ ∀ ≥                              (2.10) 

不失一般性，对于{ }kx 我们可以假设对 0 , tt t k N∀ ≥ ∃ ∈ ，使得 1t t tk k k +< < 且有对于 0t t∀ ≥ ，由(2.8)

式和(2.9)式可得 * ,
2

tkx N x δ ∈  
 

， ( )* ,tkx N x δ∉ ，所以，存在 t t t tk k k k′ ′< ≤: 使得： 

1 * ,
2

tkx N x δ′ −  ∈  
 

                                  (2.11) 

* ,
2

tkx N x δ′  ∉  
 

                                   (2.12) 

由(2.10)和(2.11)式可得，当 0t t≥ 时有： 
1 1* *t t t tk k k kx x x x x x δ′ ′ ′ ′− −− ≤ − + − ≤  

即点列{ } ( )* ,tkx N x δ′ ⊂ ，故{ }tkx ′ 存在聚点，设为 x′，则 ( )* ,x N x δ′∈ ，由(2.12)式可得 *x x′ ≠ ，由 0δ >

的任意性，得 *x B∈ 。 
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证毕。 
定理 3.2：设{ }kx 为 IHT 算法产生的点列，若 *x B∈ 为(1.4)的严格局部最小解，则有 lim k

k
x x∗

→∞
= 。 

证明：由于 *x 为{ }kx 的一个聚点，故(2.7)式成立，又 ( ) ( ) ( )2 21 1
2 2Q Cf x Ax P Ax x P x= − + − ，结合

引理 3.2 的(2)知，由 IHT 算法产生的点列{ }kx 满足 ( ) ( )10 k kf x f x+≤ ≤ ，所以 

( ) ( ) ( )*lim lim .tkk

k t
f x f x f x

→∞ →∞
= =  

即： 

( ) ( )*,x B f x f x∀ ∈ =                                 (2.13) 

由引理 3.1 的(3)知 1lim 0k k

k
x x+

→∞
− = 。 

由引理 3.2 知，若 *lim k

k
x x

→∞
≠ ，则对于任意的 0δ > ，存在 *,t tx B x x′ ′∈ ≠ ，都有 ( ),tx U x δ′ ∗∈ ，而由

(2.13)式知 ( ) ( )*tf x f x′ = 对所有 t′成立。故与 *x B∈ 为(1.4)的严格局部最小解矛盾。 

证毕。 

4. 总结 
本文在带稀疏约束的一般连续可微函数的已有结论的基础上，对带稀疏约束的分裂可行问题进行求

解分析。由引理 3.2 我们可以得出，由 IHT 算法产生的点列，{ }kx 要么满足 lim k

k
x x∗

→∞
= ，此时，有{ }kx 收

敛到(1.4)的一个 L -稳定点；要么有 B B′= ( B 包含{ }kx 的所有聚点)。并且我们给出了在局部收敛性分析

中起到了重要作用的结论。 
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