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Abstract 
“Higher order ordinary differential equations can always be transformed to be first order ordi-
nary differential systems”. By this fact, we proved that higher order ordinary differential equation 
and first order ordinary differential system transformed from it have the same characteristic 
roots. Then, by Lyapunov Theorem, we show that the stability of null solution of higher order or-
dinary differential equation can be determined by its characteristic roots. 
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摘  要 

“高阶线性常微分方程都可以化成一阶线性常微分方程组”。证明了高阶线性常微分方程与由它转化所

得的一类特殊的一阶线性常微分方程组有相同的特征值，并据此利用李雅普诺夫定理证明了“高阶线性

常微分方程零解的稳定性可以由它的特征值直接决定”。 
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1. 引言 

一阶线性常微分方程组 
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的零解稳定性可以由其系数矩阵 ( )ijA a= 特征值的实部来决定，即李雅普诺夫定理若系数矩阵 ( )ijA a= 的

特征方程 

( ) ( )det 0p E Aλ λ≡ − =  

的根(特征根)均具有负实部，则一阶常微分方程组(1.1)的零解是渐近稳定的；若存在特征根具有正的实部，

则一阶常微分方程组(1.1)的零解是不稳定的；若特征根非正(零根或具零实部的根)，则一阶常微分方程组

(1.1)的零解可能是稳定的也可能是不稳定的，具体处决于零根或具零实部的根的重数是否等于 1。 
毋庸置疑，高阶线性常微分方程 

( ) ( )1
1 1 0n n

n nx a x a x a x−
− ′+ + + + =                            (1.2) 

可以转化为一阶线性常微分方程组，从而利用李雅普诺夫定理可以确定其零解的稳定性，教科书都

是这么处理的[1]-[3]。然而，这种处理方法往往给初学者一个错觉，即“高阶线性常微分方程零解的稳定

性似乎只有转化成一阶线性常微分方程组后通过一阶线性常微分方程组的特征根才可以判定”。实际上，

细心的人会发现，往往费尽九牛二虎之力将(1.2)化成一阶线性常微分方程组后计算所得的特征根却与高

阶常微分方程(1.2)的特征根是一样的。这种一致性到底是偶然还是必然呢？如果是必然的，那么这种迂

回的解法有必要吗？ 
本文将通过证明高阶线性常微分方程与由它转化所得的一类特殊的一阶线性常微分方程组有相同的

特征值，利用李雅普诺夫定理来证明“用高阶常微分方程(1.2)的特征根可以直接判定其零解稳定性”这

一事实，从而避免了“高阶常微分方程只能化成一阶常微分方程组来判定零解稳定性”的误解。 

2. 高阶方程与一阶线性方程组 

引理 2.1. 任意高阶线性常微分方程(1.2)，都可以化成一阶线性方程组： 



王芝祥 等 
 

 
414 

1 2

2 3

1

1 1 2 1

,
,

,
.

n n

n n n n

x x
x x

x x
x a x a x a x

−

−

=
 =

 =
 = − − − −












                             (2.1) 

证明：实际上，只要在方程(1.2)中令 ( )1
1 2 3,  , , , n

nx x x x x x x x−′ ′′= = = = 即可。抑或参考[1] [2]。 
引理 2.2. 高阶线性常微分方程(1.2)和一阶线性常微分方程组(2.1)有相同的特征根。 

证明：一方面， [ ]
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−−≡ + + + + = 有特征方程 

( ) 1
1 1 0.n n

n nF a a aλ λ λ λ−
−≡ + + + + =                          (2.2) 

另一方面，一阶线性常微分方程组(2.1)的特征方程 
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故高阶线性常微分方程(2.1)与一阶线性常微分方程组(2.2)有相同特征根。 

3. 高阶线性常微分方程零解稳定性直接判定法 

由上述命题发现，高阶线性常微分方程零解稳定性的判定可以不用转化为方程组来处理，而是直接

用方程的特征根来判定。从而得到： 
定理 3.1. 若高阶线性常微分方程(1.2)的特征方程 

( ) 1
1 1 0.n n

n nF a a aλ λ λ λ−
−≡ + + + + =  

的根(特征根)均具有负实部，则高阶线性常微分方程(1.2)的零解是渐近稳定的；若存在特征根具有正的实

部，则高阶线性常微分方程(1.2)的零解是不稳定的；若特征根的实部非正(零根或具零实部的根)，则高阶

线性常微分方程(1.2)的零解可能是稳定的也可能是不稳定的，具体处决于零根或具零实部的根的重数是

否等于 1。 
证明：根据引理 2.1，我们总可以将高阶线性方程(1.2)化成一阶线性方程组(2.1)；李雅普诺夫稳定性

理论告诉我们线性微分方程组的稳定性由其特征根实部的正负性决定；根据引理 2.2，高阶线性方程(1.2)
和一阶线性方程组(2.1)有相同的特征根。综上可知，高阶线性方程(1.2)零解的稳定性可以由其特征根决

定。 
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例 1 分析下列方程零解的稳定性： 
1) 2 7 0;x x x′′ ′+ + =  
2) 4 6 0.x x x x′′′ ′′ ′+ + − =  
解：1) 二阶线性微分方程 2 7 0x x x′′ ′+ + = 的特征方程为 

2 2 7 0,λ λ+ + =                                    (3.3) 

求得特征根 

1,2 1 6 .iλ = − ±  

因为特征根的实部均为负，故由定理 1 得 2 7 0x x x′′ ′+ + = 的零解是渐近稳定的。 
2) 三阶线性常微分方程 4 6 0x x x x′′′ ′′ ′+ + − = 的特征方程为 

3 24 6 0,λ λ λ+ + − =                                  (3.4) 

求得其特征根 

1 2 31, 2, 3.λ λ λ= = − = −  

因为存在实部大于零的特征根，由定理 1 可知 4 6 0x x x x′′′ ′′ ′+ + − = 的零解是不稳定的。 
注 1. 例 1 的 1)和 2)转化为一阶线性常微分方程组后的矩阵分别是 

0 1 0
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, 0 0 1 .
7 2

6 1 4

 
   
   − −   − − 

 

他们的特征方程分别是 
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他们与(3.3)和(3.4)相同，用定理 1 处理高阶线性方程的优势体现得非常明显。 
注 2. 只有少数一阶线性常微分方程组可以转化为高阶线性常微分方程，所以将一阶线性常微分方程

组转化为高阶线性常微分方程来判定其稳定性不仅是复杂的，也不一定是可行的。 
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