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Abstract 
Based on vital biological meanings, we consider a class of HIV infection models with both cell-free 
virus spread and cell-to-cell transmission. First of all, we show that all the solution to our system is 
positive and bounded. Then, we give the basic reproduction number 0  and we prove that if 

0 1 < , the infection-free equilibrium is globally stable. And if 1 1 < , the endemic equilibrium 
with humoral immunity is locally asymptotically stable, if 1 1 > , the endemic equilibrium with 
humoral immunity is globally stable. 
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摘  要 

根据重要生物意义，我们研究了一类具有HIV感染经典细胞扩散与细胞之间传播以及具有治疗的HIV感染

模型。本文我们首先讨论了解的正性和有界性。然后，给出了系统的平衡点和基本再生数 0 。当 0 1 <
时，得到了系统无病平衡点的全局稳定性。当 1 1 < 时，得到了无体液免疫平衡点的稳定性，而当 1 1 >
时，得到了系统体液免疫平衡点的全局稳定性等结论。 
 
关键词 

药物疗法，细胞与细胞之间的传递，体液免疫，Lyapunov函数，全局稳定性 

 
 

1. 介绍 

HIV (人类缺陷免疫病毒)被认为最恶劣疾病之一。它用目标 CD4+来攻击人类免疫系统的破坏，致抵

抗力的下降。遗传，个体和微生物共同感染，个体体内应变的病毒的水平等是这种疾病的主要传播方式。 
HAART (高活性抗逆转录病毒疗法) [1] [2]是对 HIV 患者最有效的治疗方式。逆转录酶抑制剂和蛋白

酶抑制剂是 HAART 的主要组成部分，能够获得性免疫缺陷综合征(AIDS)从不能治疗疾病转化成可控制

的情形。逆转录酶抑制剂阻止目标 T-细胞被病毒感染，蛋白酶抑制剂防止病毒的聚蛋白裂解成功能亚基，

阻止病毒的成熟。许多研究主要讨论的是 HIV 病毒与目标 CD4+之间的相互作用[3]-[7]，但是，细胞核细

胞之间的传播很少被研究。最重要的是细胞对细胞的传播问题中体液免疫的影响从哪来没有被研究。所

以研究体液免疫对细胞之间传播的影响是最新的话题。也就是，本文最突破的一个点。B-细胞能够产生

抗体对体液免疫的有效性持着关键的角色。 
进一步，本文主要讨论的是无细胞传播，细胞之间传播，高活性抗逆转录病毒疗法及其体液免疫的

影响。细胞对细胞的传播是逆转录病毒的传播中的有效的模式，它比我们所讨论的病毒传播模型更有研

究意义[8] [9]。许多研究者们在自己的研究之讨论了冰河细胞之间的传播。本文将利用 Aida Mojaver 的模

型[1]建立出了进一步完善的 HIV/AIDS 数学模型。 
第二步，给出了系统解的有界性，正性。第三步，平衡点和基本再生数。第四步，无病平衡点的稳

定性分析。第五步，给出最后的讨论。本文最后得出了当基本再生数 1' ≤ 条件下无病平衡点是局部和

全局渐近稳定的。当 1 1< 时地方病平衡点全局渐进稳定的。 

2. 模型 

常微分方程能够充分地表示免疫系统的动力学形态。设 ( )S t 表示易感者； ( )E t 表示潜伏期 T-细胞，

它不能产生病毒但是一旦被抗原提醒的话立刻去具备感染能力； ( )I t 感染的 T-细胞； ( )V t 表示病毒的数

目； ( )B t 表示体液免疫细胞数目。Aida Mojaver 在[1]中描述了下列模型： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1

1
1

1 1 1
.

t c

c l l l

c l

S t s S m SV SI
E t m SV SI a E E
I t m SV SI a E I
V t M I cV

ν α α
α η α η κ ν
α η α η

 = − − − −
 = − + − −
 = − − + − + −
 = −












                      (1) 
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进一步改善这个模型，建立了下列模型： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )
( )

1 2

1 2

1

1 ,
1 ,

1 1 1 ,
,

,

t c

c l l

c l

S t s S m SV SI
E t m SV SI E E
I t m SV SI E I
V t M I cV qVB
B t gVB B

ν α α
α η α η κ ν
α η α η κ

ν

 = − − − −
 = − + − −

= − − + − + −
 = − −
 = −














                     (2) 

其中 s 表示 T-细胞源， tν 表示健康 T-细胞的死亡率， 1α 表示病毒和 T-细胞的有效接触率， 2α 表示健康

和感染 T-细胞的有效接触率，η表示传染导致延迟的分数， lκ 表示潜伏期细胞的激活率， lν 表示潜伏期

细胞的自然死亡率， 表示感染 T-细胞的自然死亡率， c 表示病毒的自然死亡率， cm 表示药物效应， q
表示 B-细胞的的移除率， g 和ν 分别表示 B-细胞的产生率和死亡率。 

3. 解的正性和有界性 

本节，我们要讨论系统解的正性和有界性，首先给出下列集合： 
5Ω ⊆   

且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5, , , , , 0S E I V B S t E t I t V B t A+Ω = ⊆ < + + + + ≤ 满足所有的初始条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 5
0 0 , 0 , 0 , 0 , 0S E I V B += ∈  。 

定理 2.1 设系统(2.2)所有解都为负。对所有的初始条件 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 5
0 0 , 0 , 0 , 0 , 0S E I V B += ∈  存在

唯一一个解 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0, 0, 0, 0t S t E t I t V t B t= > > > > >  

证明. 令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }min 0, 0, 0, 0, 0h t S t E t I t V t B t= > > > > > 且 ( )h t 连续，其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 min 0 , 0 , 0 , 0 , 0h S E I V B= 由初始值的非负性，可知对所有 0t > 有 ( )0 0h > 现在我们要证

( ) 0h t > 。假设，当 ( )10,t t∈ 时存在 1 0t > 且 ( ) 0m t > 。若 ( ) ( )1 1 0h t S t= = 且当 [ )10, t∈ 时，有 ( ) 0S t > 和

( )1 0S t = 因此 ( )1 0S t < 又因为 ( )1 0S t s= > 因此发生矛盾。对所有的 0t > 有 ( ) 0S t > 。如果 ( ) ( )1 1 0h t E t= =

且当 [ )10, t∈ 时，有 ( ) 0E t > 和 ( )1 0E t = 因此 ( )1 0E t < 又因为 ( ) ( )1 1 21 0cE t m SV SIαη α η= − + > 发生矛盾。

所以当所有的 0t > 有 ( ) 0E t > 。同理可证，对任意的 0t > 有 ( ) ( ) ( )0, 0, 0I t V t B t> > > 所以集合 

( ){ }5 5, , , , . 0, 0, 0, 0, 0S E I V B S E I V B+ = ∈ > > > > >  是系统(2.2)的正不变集。 

定理 2.2 系统(2)的所有解在紧集 
5Ω ⊆   

上一致有界。 
证明. 假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,S t E t I t V t B t 是(2)满足初始条件的任意解。令： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qG t S t E t I t V t B t
g

= + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1

t l

t l

qG t S t E t I t V t B t
g

qs S E I M I cV B
g

qs S E M I cV B
g

s G t

νν ν

νν ν

= + + + +

= − − − + − −

= − − − − − −

≤ −Φ

     

 



                         (3) 
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其中 ( ){ }min , , 1 , ,t l M cν ν υΦ = −  。从比较原理可知， ( )lim sup sG t ≤
Φ

所以对任意 0ε > ，有 

( ) sG t Aε ≤ + = Φ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5, , , , , 0S E I V B S t E t I t V B t A+Ω = ⊆ < + + + + ≤  

4. 平衡点和基本再生数 

本节又基本再生数，无病平衡点，免疫发挥作用时的地方病平衡点构成。 
根据[1]的结论，可以得出基本再生数： 

( )( )
( )

( )( )
( ) ( )

2

2 0 2 0
0 0

1 11 2 4 1
2

l l l l

l l l l

S S
R

α κ ν η α κ ν η
ν κ ν κ

   + − + −
= + − + Λ −      + +    

 

其中 

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 0 1 0
0

1 1 1l l c l l

l l l l

S m M S
m

α κ ν η α κ ν η
ν κ ν κ
+ − − + −

Λ = +
+ +

。 

因此可以得出 ( ) ( )0 0 0 01 1 1 1 .R R> < ⇔ Λ > Λ < 从 0 1R > ，可以得出系统 (2.2) 的无病平衡点

( )0 0 0 0 0 0, , , ,
T

sQ s E I V B
ν
 

=  
 

；从免疫发挥作用时的地方病平衡点的正性可以： 

0 2
1

0

SR
S

Λ
=  

若 1 1R > ，则系统(2.2)的地方病平衡点为如下： 

( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

2

1 2 2

1 2 2

2

1 2 2

2 0 1 0
2

2

2

2 0 1 0 2 1

2

2

2

2

,
1

1
,

1

1 1

2

1 1 4 1
,

2

,

t c

c

l l t c

l l l l c

l l

l l l l c

l l

sS
m I

g

s m I
g

E
m I

g

sg S sg m S
I

g

sg S sg m S g

g

V
g

M I c
B

νν α α

να η α η

νκ ν ν α α

α κ ν η κ ν αν

α κ ν

α κ ν η κ ν αν α

α κ ν

ν

ν

=
+ − +

 
− + 

 =
 

+ + − + 
 

 + − − + + − =
+

 + − − + + − + − +
+

=

−
=





  




.g

q
g
ν

         (4)
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5. 无病平衡点的稳定性分析 

现在我们要讨论系统(2)无病平衡点局部稳定性和全局稳定。 
定理 4.1 如果 0 1R < 无病平衡点 0Q 是局部渐近稳定的。 
证明. 现在我们给出系统(2)的 Jocobian 矩阵为如下： 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 1

2 1

1 2 2 1

1 0 1 0

1 1 0
1 1 1 1 1 1 0

0 0
0 0 0

t c c

l c l l c

Q c l c

m V E S m S

m V S m S
J m V S S m S

M c qB qV
gB gV

ν α α α α

κ η κ ν α η αη
α η α η κ α η α η

ν

 − + − + − − −
 

− + + − 
 = − − + − − − − − 
 − + −
 

− 




 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )0

2 0 1 0

2 0 1 0

2 0 1 0

0 1 0
0 1 0
0 1 1 1 0
0 0 0
0 0 0 0

t c

l l c

Q l c

T m S
T m S

J S m S
M c

ν α α
κ ν α η αη
κ α η α η

ν

 − − − −
 − + − 
 = − − − −
 

− 
 − 




 

因此，可以得出特征方程为如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

3 2
1 2 3

1 2 0

2 2 0 2 0 1 0

2 0 1 0 2 0

3 2 0 1 0

1

,

1 ,

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1

t

l l

l l l l l l c

l l l l c

l l l l l l c

H a a a

a c S

a S c S M m S

S c c M m S c S

a c c S M m S

M m

λ λ ν λ ν λ λ λ

κ ν α η

κ ν α κ ν η κ ν α η α η

α κ ν η κ ν α η α η

κ ν α κ ν η α κ ν η

α

= + + + + +

= + + + − −

= + − + − + + + − − − − −

= − + − + + + + − − − − −

= + − + − − + − −

= − −



  

  

 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 2 01 1c l l l l lS c S l cκ ν η α κ ν η κ ν+ − − + − + + + 

     (5) 

从 0 1R < ，可得
( ) 0

0
2 1 S

α
η

− >
− −

 ，因此，如果 0 1Λ < 有下列结论： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2 0

3 0

1 2 0 3

0,
1 0,

1 0,

1 .
l l

l l

a
a c

a c

a a c a

κ ν

κ ν

>

> − Λ >

= + − Λ >

> + − Λ =







                              (6) 

因此 Routh-Hurwitz 条件判据满足。如果 0 1R < ，则所有的特征根为负。所以当 0 1R < 时 0Q 局部渐近

稳定。 
定理 4.2 如果 0 1R < ，则无病平衡点 0Q 为全局渐近稳定的。 
证明. 首先，我们要记对 0t ≥ ，有 ( ) 0S t S≤ 。引入 Lyaponuv 函数为如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 0 1 0

1 2 0 0

1 0

1 2 0 0

1 1 1 1
.

1 1 1

1 1

1 1 1 .

c l l c l l
l l l

l l c l l

c l l

l l c l l

m S q m S
L t E I V B

c cg
L t m V I S S I

q m S
B

cg
m V I S S I

α κ ν η α κ ν η
κ κ ν

κ ν η α α κ ν

αν κ ν η

κ ν η α α ε κ ν

− + − − + −
= + + + +

= + − − + − + + Λ −

− + −
−

≤ + − − + − + + Λ −

 
      (7) 
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显然，如果 0 1R < ，则对任意正值 , , ,S E I V 和 B 来说，有 ( ) 0N t ≤ 。另外， ( ) 0N t = 当且仅当

0 , 0, 0, 0S S E I V= = = = 和 0B = 。因此， ( ) ( ), , , , : 0S E I V B N t∈Ω = 上的最大不变集为单点集 0Q 。根据

LaSalles 不变原理[6]，得知在ω 中的解被 0Q 覆盖，由此可得无病平衡点 0Q 是全局渐近稳定的。 
定理 4.3 如果 1 1R < ，则免疫发挥作用的地方病平衡点 2Q 为局部渐近稳定的。 
证明： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 1 2
2

2
2 2 1 2

2

2 2
2 2 1 2

2

2 2

2

0 1 0

1 0

1 1 1 0

0 0
0 0 0

c

l l
l l c

Q
l

l c

s S m S
S

E
S m S

S
J

E I S m S
S

M c qB qV
gB

α α

κ ν
κ ν α η αη

κ κ α η α η

ε
λ

 − − − − 
 
 +
− − + − 
 =  − +
 − − − −
 
 − + −  
 




 

因此，可以得出下列特征方程： 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

5 4 3 2
1 2 3 4 5

1 1 2 2 2
2

2 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

3
2

,

1 ,

1 1 1

1

1 1 .

l

l l c l l

l l
l l

l l

l l l l

H a a a a a
sa c T qB

S

a c M m S S

s csc T c E I
S S

s ss qB S
S S

s s
a

S

λ λ λ λ λ λ

κ ν α η

κ ν α η α κ ν η

κ ν
κ ν α η α κ

α η κ ν ν α η

κ ν κ ν

= + + + + +

= + + + + − − +

= + − − − − + −

+
+ + − − + + − + +

 
+ − − + + + + + − − 

 
+ +

= +





  




 ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2

1 1 2

2
2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
2

1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 .

l l

l l l l

c l l c

l l c l c

l l l

c cs s
S S

cs c c S

sM m M m S

I M m I M m E

sc I c E qB S
S

α κ ν η

α η κ ν α κ ν η

α η α κ ν η

α κ ν α α κ

α α κ ν κ ν α η

+ − + −

− − + + − + −

− − − − + − −

+ + + − − −

  
+ − + + + − −  

  





 

  

 

              (8) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

2
4 2 2 1 2 2 1

2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

5 2 2
2

1 1 1 1

1

1

1 .

l l c l l l l c l l

l l l l
l l

l l l l l l

l l
l

l l

a c I M m I cs M s m

cs s
qB s

S T

I s s S

ss s E I
S S

s
a q B s

S

α κ ν α κ ν α κ ν η α κ ν η

κ ν κ ν
α κ ν η

α κ ν ν κ ν α κ ν η

κ ν
α η α κ

κ ν
ν α

= + + − + − + − − − + −

+ +
+ + + − +




+ + + + − + −


+
+ − − + − − 

+
= −

  

 

 





( )( ) ( )( )2 2 21 .l l l llE Iκ ν η α κ κ ν

 
+ − − − + 

 


  (9) 
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现在我们需要验证特征值的符号。因此我们利用 Routh-Hurwitz 判据来判定： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 2 3

3 1 2 3 1 1 4 5

1 4 1 4 5 5 5 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3

0, 0.
0,

0,

a a a a
a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a

> − >

− + − >

− − + + − + >

                 (10) 

从系统的第三个方程可以得出(2)： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2
2 2 2

1 1 1 ,c l
c cM m c I E

S I S
α η α η κ− − + − = − <


                    (11) 

和 

( )2 21 .Sα η− <                                     (12) 

因此，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1
2

1
2

1

2 2 2 2
2 2 2

1
3 2 2

1

1 2 2 2 2 2
2

2

0,

1 1

0

1 1
1

1

l l

c l ll l
l l

l l

l l
l l l

c l ll l
l l

l l

l l
c l l

l

sa c
S

M m
a c

c

s sc sI E qB
S S S

M ms
a nu I

c

s c
M m I E c I E

S

qB

κ ν ν

α κ ν ηκ ν
κ ν

κ ν

κ ν
α κ κ ν ν

α κ ν ηκ ν
α κ

κ ν

κ ν
α κ α κ

ν κ

> + + + + >

− + −+
> + +

+

+  
+ − + + + + + + > 

 
− + −+

> + +
− +

+
+ + − − + −

+ +











  

( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 1
2

2 2 2
2

1 1

0

l l l

l l
l

s S
S

s
I E

S

ν α η κ ν

κ ν
α κ

  
+ + − − + + −  

   
+

+ + − >

  



              (13) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )(

( )( ) ( )( ) ( ))

1 2
4 1 2 1

2 2

2 2 2 1 2 2 2 1
2

1 2
2 2 2 2 1

1 2
2 2 2 2

2

5

1
1 1

1

1
1

1
1 0,

l ll l l l

l l
l l l l

l l
l l

l l
l

s M Scs s c
a qB

S S c

s
c I E M I E qB

S

M S
I E s

c

s M S s I E
c S

a q

α κ ν ηκ ν κ ν

κ ν
α κ ν κ α κ

α κ ν η
α κ ν κ ν

α κ ν η
α η α κ

 + −+ +
> − + − +



 +
+ + − + − + −



+ −
+ + + − + −

+ −
+ + − − + − >

>


 


   


  


 

( )( ) ( ) ( )( )2 1 2 2 2 21 0.l l l lB s I Eν κ ν α κ ν κ+ − + + − >  

         (14) 

为了证明： 

1 2 3 0a a a− > ，我们用下列结论： 
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( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2
2 2

1 2 2 2

2 2

2

1 ,

1 1 1 ,

,
1

,

c

l

l l

s ss
S S

M m S c S c
I Es

E
s

α η

α η α η

κ
η

κ ν
η

− − > −

− − − − − > −

−
>

−

+
>



 

                        (15) 

和 

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2

1 1 1

1 1

1 1

1 1

l l l l c

l l l l

l l
l l

l l l l
l l

a a c S qB c M m S

S c S c E I

s cs s ss qB S
S S S S

s s c cs s sc
S S T

κ ν ν α η κ ν α η

α κ ν η κ ν α η α κ

κ ν
α η κ ν ν α η

κ ν κ ν
α κ ν η α


> + + + + − − + × + − − −


− + − + − − + + −

+  
+ + + − − + + + + + − −  

 
+ +

> + + − + − −

 

  




  ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1 2

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2
2 2

3

1 1 1 1 1

1

1 1

.

l l

l l c c l l

l l l l l

l l
l l l

c

c S M s m M m S

sI E qB S
S

ssS s I E
S S

a

η κ ν

α κ ν η α η α κ ν η

α κ ν κ ν α η κ ν

κ ν
α κ ν η α η α κ

− + +

− + − − − − − − + −

  
+ − + + + + − − + +  

  
+

− + − + − − + − − 


=



 

   



      (16) 

现在需要证明： 

( ) 2
3 1 2 3 1 4 1 5 0a a a a a a a a− − + >  

因为 

1 5 0,a a >                                       (17) 

此只需证明： 

( ) 2
3 1 2 3 1 4 0.a a a a a a− − >                                 (18) 

利用下列关系式： 

( )

( )

2 2 1
2 2 2 2 2

2
1 2 2 2

2

0,

1 ,

t
l t l l l

c

ccs cE s S E E
S I S I I

scM m I c I
S

νκ ν κ κ

α α

− − > >

− + >


 
                       (19) 

从而可以得出下列关系： 

( ) ( )
3 2

2 2 2

.l l l ls c scsa qB
S S S

κ ν κ ν+ +
> + +


                          (20) 

4a 可以写成： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2
2 2 2 2

22
1 2 3

2 2 2

.

2 2 .

l l l l l l
l l

l l l l l l l l l l

s s scsa qB qB
S S S S

s s sa a a c c c
S S S

κ ν κ ν κ ν
κ ν ν ν

κ ν κ ν κ ν κ ν κ ν

   + + +
< + + < +   

   
    

− > + + + + + + + > + + +    
    





    (21) 

利用(12)，(13)，(14)，(15)，得知： 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
3 1 2 3 2 2 4 1

2 2 2

.l l
l l l l

scs sa a a a qB c qB a a
S S S

κ ν
κ ν ν κ ν

  +
− > + + + + + + =     

          (22) 

现在我们只需证明： 

( )2 2
4 1 2 3 1 4 3 5 5 2 1 2 3 0.a a a a a a a a a a a a a   − + + − + >                        (23) 

从(21)可以得出 
2 2

2 3 3 1 4 0,a a a a a− − >                                  (24) 

因此，现在证明 ( )5 2 1 2 3 0a a a a a− + > 。 

( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )

5 2 1 2 3

2 2 2
2 2 2 2

2

2
1 1 2 22

2

1

1 0.

l l

l

a a a a a

cs S q B
S

s M I E
S

α κ ν α η ν

α κ

− +

 
> + − − + 

 
 

× − + − > 
 





  

                       (25) 

因此，当 1 1R > 时，地方病平衡点 2 2 2 2 2 2, , , ,Q S E I V B= 是局部渐近稳定的。 
定理 4.4. 如果 1 1R > ，则地方病平衡点 2Q 是全局渐近稳定的。 
证明. 当 1 1R > 时，构造 Lyaponov 函数为下列形式： 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2
2

2 2 2 2
2 2

1 2
2 2

2

1 2
2 2

2

1 ln

ln ln

1 1
ln

1 1
ln .

l

l l l

c l l

c l l

SL t S t S S
S

E IE t E E I t I I
E I

m S VV t V V
c V

q m S BB t B B
cg B

κ ν η

κ κ ν

α κ ν η

α κ ν η

 
= + − − − 

 
   

+ − − + + − −   
   
− + −  

+ − − 
 

− + −  
+ − − 

 

               (26) 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
1 2

2
1 2 2

2
1 2 2 2

1 2 2

1 2 2

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1
1 .

l l t c

l c l l

l l c l

c l l

c l l

SL t s S m VS SI
S

E m VS SI E
E

I m VS SI E I
I

m S V M I cV qVB
c V

q m S B gVB B
cg B

κ ν η ν α α

κ α η α η κ ν

κ ν α η α η κ

α κ ν η

α κ ν η
ν

 = + − − − − − − 
 

 + − − + − + 
 

 + + − − − − + − 
 

− + −  + − − − 
 

− + −  + − − 
 







            (27) 
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从(27)可以得出下列表达式： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2

2 2
1 2

2
2 1 2 2 1 2 2

2
2

2 2 2 2 2 2 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

l l t t l l t

c l l l l

l l l l c l

l l l l l c

S Sl s S s S s S
S S

S Sm VS SI
S S

t S m S V S V

VSS I S I m

κ ν η ν ν κ ν η ν

α κ ν η α κ ν η

κ ν η α κ ν η α κ η

α κ ν η α ηκ α κ ν η

   = + − − − − + + + − − −   
   

   − − + − − − + − −   
   

= − + − − + + − − +

+ + − + − + − −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2
2 2 2 2

1 1 2 2 2

1 2

2 2

1 2 2 2 2

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 .

c l l

l l c l c

l l c l c

l l c l l

S
V S S I S Im

S S S
m VS m VS

m SI m SI

m VS S I

αηκ α κ ν η α ηκ

α κ ν η α ηκ

α κ ν η α ηκ

α κ ν η α κ ν η

− − − + − −

− + − − − −

− + − − − −

+ + − − + + −

        (28) 

2Φ 可以写成 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 1 2

1 2

2 2
1 2 2

1 2

2 2
1 2 2 2 2 2

1 1

1

1

1

1

l c l l

l c l l l l

l c l l l l

l c l l l l

l c l l l l l l

El m VS SI E
E

m VS SI E
SVE SIEm E

E E
m VS SI E

SVE SIEm V S S I
E E

κ α η α η κ ν

α ηκ α ηκ κ κ ν

α ηκ α ηκ κ κ ν

α ηκ α ηκ κ κ ν

α ηκ α ηκ κ κ ν α ηκ

 = − − + − + 
 

= − + − +

− − − + +

= − + − +

− − − + + +

             (29) 

3l 可以写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 1 2

2
1

2 2 2
2 1

2
2

2 2
2 1 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 .

l l c l l

l l l l l l l c

l l l c

l l l c

l c l l l

l m VS SI
SVIE I m

I
S I V VSI m

IE

S I E
m V S

IE
m V S S I S I

α κ ν η α κ ν η

κ κ ν κ ν α κ ν η

α κ ν η α ηκ

α ηκ α κ ν η

α ηκ α κ ν η α ηκ

= + − − + + −

+ + − + − + − −

− + − − −

− + + − −

+ − + + − +



               (30) 

4Φ 为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2
4 1 2

1 2 2
1 2 2

1 2 1 2 2

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1 1 1
.

c l l
c l l

c l l
c l l

c l l c l l

M m S I
l m VS

c
M m S IV

m S V
cV

q m T VB q m S V B
c c

α κ ν η
α κ ν η

α κ ν η
α κ ν η

α κ ν η α κ ν η

− + −
= − − + −

− + −
− + − + −

− + − − + −
− +




           (31) 

最后，我们把 5l 可以写成下列形式： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 2 1 2 2 2
5

1 2 2

1 1 1 1

1 1
.

c l l c l l

c l l

q m S VB q m S V B B
l

c c
q m S VB

c

α κ ν η α κ ν η

α κ ν η

− + − − + − −
= −

− + −
−

          (32) 

从而得出下列关系式： 

( )

( )

( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )( )

2 2 1 2 2 2 2 2

1 2 2

2

2 1 2 2

1 2 2 2
2

2 2 2

1 ,

1
,

1

1 1
.

1

l c

c

l t c

l c

l l l

I E m V S S I

s m I
g

E
m I

g

m V I
I

S

ν α α

να η α η

νκ ν ν α α

α κ ν η

κ ν α κ ν η

+ = − +

 
− + 

 =
 

+ + − + 
 

+ − −
=

+ − + −





                        (33) 

还有表达式 

2 2 2 2 ,M I cV qV B= +                                  (34) 

从上面结论，把 4l 可以写成： 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )

2
2 2

4 1 1 2 2 1 2 2
2

2
12 2 2 2

2 2
2

2 2 2

1 1 1 1 1

1 1
1

1
.

l l l l c l l c l c

l l cl l
l l

l l

S V Il I m m V S m V S
I V

q mIB V S IBS I
c c VI

q S B I
c

κ ν α κ ν η α κ ν η α ηκ

α κ ν ηκ ν
α κ ν η

α κ ν η

= + − + − − + + − − + −

+ − −+
− + − + −

+ −
−




 (35) 

因为， 2 2
2

2

M I cVB
qV
−

=
  

结合 1 2 3 4 5l l l l l+ + + + 把 ( )tΦ 可以写成： 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2
2

2 2 2
1 2 2

2 2

2 2 2 2
1 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

1

1

1 1 3

1 4

1 2

3

1 1

t l l

l l c

l c

l l

l

l l c

L t S S

S SVI V Im S V
S S VI VI

S VSE EI V Im V S
S V S E E I VI

S SS I
S S

S SIE EIS I
S S I E E I

q m S

ν κ ν η

α κ ν η

α ηκ

α κ ν η

α ηκ

α κ ν η

= − + − −

 
+ + − − − − − 

 
 

+ − − − − − 
 

 
+ + − − − 

 
 

+ − − − 
 

+ − −
+



( ) ( )( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

4

1

0.

l l

B V I BI VB
c I VI V B B

S V B
c

κ ν
α η

 
− − − − 

 
+

− − −

<



             (36) 
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最前面部分非正，arithmic-geomitric (AM-GM)原理 

1 2 3
1 2 3 , 0,   1, , ,n n

n i
a a a a a a a a a i n

n
+ + + +

≥ > =


                    (37) 

因此，这五个部分都非正。所以 ( ) 0tΦ ≤ 。且 ( ) 0tΦ = 当且仅当 

2
2 2 2 2

, .E I V BS S
E I V B

= = = =                               (38) 

由系统(2)解的有界性和 LaSalles 不变原理可以得出： 

( )

( )( )

( )

1 2

2 2 1 2 2 2
2

2
2

1 0,

1 0,

1 0.

t c

t c

t

s S m VS SI
Is S S m V I
I

Is S
I

ν α α

ν α α

ν

− − − − =

− − − + =

 
− − = 

 

                         (39) 

由此得出  

2 2 2 2, , , .I I E E V V B B= = = =                               (40) 

因此，集合Ω上的最大不变集为单点集 2Q 。所以Φ 是在 5R+ 上的适合函数。在 5R+ 内所有解被 2Q 覆

盖。结果，当 1 1> 时 2Q 为局部渐近稳定的。 

6. 结论和讨论 

本文，我们讨论了带有病毒传染和细胞传染之间传播的，具有体液免疫反应的 HIV/AIDS 模型。证

出了系统解的正性和有界性。得到了基本再生数。基本再生数 1 1< 时，平衡点为局部和全局稳定渐近

稳定。当 1 1> 时，免疫发挥作用时的地方病平衡点为稳定。 
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