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Abstract 

In this paper, the positive and negative problems (a, b can be infinite) of the derivative function 
f(x) on the interval (a, b) are studied. By using the monotonicity of the function and the relation-
ship between the limit value and the zero at the end point, three sufficient conditions for the posi-
tive and negative properties of the judgment function f(x) on the interval (a, b) are deduced, and 
finally through the three examples to show that the conclusion of this paper can be used to prove 
some specific problems more easily. 
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摘  要 

本文主要研究在区间 ( )a b, 上的可导函数 ( )f x 的正负性问题( a b, 可以为无穷)。借助于函数的单调性和

在端点处的极限值与零的大小关系，推导出了判断函数 ( )f x 在区间 ( )a b, 上的正负性的三个充分条件，

最后通过三个例题表明用本文的结论可以更加简便地证明一些具体问题。 

文章引用: 童旭辉, 叶倩倩. 利用单调性与极限判断函数的正负性[J]. 应用数学进展, 2017, 6(4): 423-425.  
https://doi.org/10.12677/aam.2017.64049 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2017.64049
https://doi.org/10.12677/aam.2017.64049
http://www.hanspub.org


童旭辉，叶倩倩  
 

关键词 

单调性，极限，正负性 

 
 

Copyright © 2017 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

   
 

1. 引言 

在函数的研究过程中，我们少不了对函数在其定义域内的正负性的研究。比如在研究含参变量的二

次函数问题时，我们必然会探究二次函数的根的判别式∆的正负性问题。若 0∆ > ，则二次函数在其定义

域有两根；若 0∆ < ，则二次函数在其定义域有无根。又如，在探究函数的图像问题时，我们必定会研究

函数的单调性与凹凸性问题。若函数 ( )f x 在某区间内的一阶导数 ( ) 0f x′ > ，则函数 ( )f x 在此区间上为

增函数；反之，则为减函数。若函数 ( )f x 在此区间内的二阶导数 ( ) 0f x′′ > ，则函数在此区间上为凹函

数；反之，则为凸函数[1] [2]。 
在判断函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上的正负性时，我们通常的做法是：先求出函数 ( )f x 在 ( ),a b 内的

驻点和导数不存在的点，若函数 ( )f x 在驻点、导数不存在的点和区间端点处的函数值均大于 0，则函数

在区间 [ ],a b 上恒正；反之，恒负。这一判断过程较为繁琐，且若函数 ( )f x 在端点处的函数值不存在或

者区间 [ ],a b 为无穷区间时，那么这个判断方法就不适用了。本文另辟蹊径，借助于函数的单调性的性质

和在端点处的极限方法，推导出了判断函数 ( )f x 在区间 ( ),a b 上的正负性的三个充分条件，以此就可以

无需计算函数在端点处的函数值，就可以简单快速地判断出函数在某可导区间上的正负性，使得求解过

程更加简洁、直观。 

2. 主要结果 

区间 ( ),a b 上的可导函数 ( )f x 的正负性判断定理如下( ,a b 可以为无穷)。 
定理 2.1. 若 ( ) ( )lim 0 0

x a
f x A

+→
= ≥ ≤ ，且 ( ) ( )0 0f x′ > < ，则 ( ) ( )0 0f x > < ， ( ),x a b∈ 。 

证：下证 ( ) 0f x > ， ( ) 0f x < 的情形可类似证明。 
因为 ( ) 0f x′ > ，所以 ( )f x 在 ( ),a b 内严格单调增加。 
又 ( )lim 0

x a
f x A

+→
= ≥ ，故 ( ) 0f x > ， ( ),x a b∈ 。 

定理 2.2. 若 ( ) ( )lim 0 0
x b

f x B
−→

= ≥ ≤ ，且 ( ) ( )0 0f x′ < > ，则 ( ) ( )0 0f x > < ， ( ),x a b∈ 。 

证明方法与定理 2.1 类似[3]。 
定理 2.3. 若 ( ) ( )lim 0 0

x a
f x A

+→
= ≥ ≤ ，且 ( ) ( )0 0f x′ > < ， ( ),x a c∈ ；若 ( ) ( )lim 0 0

x b
f x B

−→
= ≥ ≤ ，且

( ) ( )0 0f x′ < > ， ( ),x c b∈ ，则当 ( ),x a b∈ 时， ( ) ( )0 0f x > < 。 
证：下证 ( ) 0f x > ， ( ) 0f x < 的情形可类似证明。 
由定理 2.1 与定理 2.2 可知： 

( ) 0f x > ， ( ) ( ), ,x a c c b∈ ∪  

只需证 ( ) 0f c > 即可。 
易知 ( )f x 是 ( ),a b 上的连续函数，由连续性知： 

Open Access

 
424 

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


童旭辉，叶倩倩 
 

( ) ( ) ( )lim lim 0
x c x c

f c f x f x M
− +→ →

= = = >  

综上，可知当 ( ),x a b∈ 时， ( ) 0f x > 。 
注 1：定理 2.3 中，由其证明过程可以看出 ( )f x 在点 x c= 处可以弱化为连续，甚至可以是单侧连续，

不必可导也可。 

3. 应用 

例 3.1.判断 ( ) ( )ln e 1xf x x= + − 在 ( )0,+∞ 上的正负性。 
解：因为 

( ) ( ){ }lim lim ln e 1 0x

x x
f x x

→+∞ →+∞
= + − =  

( ) ( )e 1 0, 0,
e 1

x

xf x x′ = − < ∈ +∞
+

 

由定理 2.2 可知 ( ) ( )ln e 1xf x x= + − 在 ( )0,+∞ 上恒正。 

例 3.2.判断 ( ) ( )
2

0
2 e d

x tf x t t−= −∫ 在 ( )0,+∞ 上的正负性。 

解： ( ) ( ) 222 2 e xf x x x −′ = −  
易知 

( ) ( )0, 0, 2f x x′ > ∈ ； ( ) ( )0, 2,f x x′ < ∈ +∞  

( ) ( )
0

lim 0, lim 1
xx

f x f x
+ →+∞→

= =  

由定理 2.3 可知 ( ) ( )
2

0
2 e d

x tf x t t−= −∫ 在 ( )0,+∞ 上恒正。 

例 3.3.判断分段函数 ( )
( )

( ) ( )

2ln 1, e, e ,
e

1, e,

ln 1 e , , e .x

xx x

f x x

x x−

 − + ∈


= =
 + + ∈ −∞


的正负性。 

解：
( )

( )
( )2 2e e

lim lim ln 1 3 e 0
ex x

xf x x
− −

→ →

 = − + = − > 
 

， 

当 ( )2e, ex∈ 时， ( ) 1 1 0
e

f x
x

′ = − <  

又 ( ) ( ){ }lim lim ln 1 e 0x

x x
f x x−

→−∞ →−∞
= + + =  

当 ( ), ex∈ −∞ 时， ( ) e 1 0
1 e

x

xf x
−

−

−′ = + >
+

 

易知 ( )f x 在点 ex = 处是右连续的， 
由注 1 可知 ( )f x 恒正。 
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