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Abstract 
Multiscale collocation methods are developed for solving ill-posed Fredholm integral equations of 
the first kind in Banach spaces. The optimal convergence rate of solution is given when the me-
thod is terminated by the balancing discrepancy principle. Finally, numerical experiments are 
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摘  要 

Banach空间中研究求解第一类Fredholm积分方程的多尺度配置方法。在积分算子是扇形紧算子时，采

用Blance原理，给出迭代停止的选择方法，确保了近似解的最优收敛率。最后，给出算例说明了算法的

有效性。  
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1. 引言 

科学与工程领域中的一些反问题可以归结为第一类 Fredholm 积分方程[1] [2]。例如，图像处理、信

号识别、遥感技术等问题。因为第一类 Fredholm 积分方程是病态的，对舍入误差比较敏感，所以要采取

正则化方法，才能得到稳定的近似解。正则化方法的理论比较成熟，也有比较多的研究成果，但是，数

值计算方法还有很多问题可以研究，尤其是多尺度快速算法[3] [4] [5] [6] [7]。 
多尺度快速算法是 20 世纪 90 年代发展起来的一种求解算子方程的快速算法, 其主要思想是首先构

造具有紧支集和消失矩的多尺度基底来离散算子方程, 使所得离散化后的代数方程组的系数矩阵具有层

次性和数值稀疏性。 
2002 年，Z. Chen, C. A. Micchelli 和 Y. Xu 在文献[3]中提出求解第二类积分方程的快速配置法，建立

了一套完整的理论框架。快速配置法改善了传统配置法的两大主要不足，一方面使得系数矩阵稀疏，另

一方面降低了系数矩阵的条件数。 
多尺度快速算法从适定问题到不适定问题有了一个飞跃。当解不适定问题进行参数选取时，需要大

规模的运算，因此有必要发展多尺度快速算法。 
2008 年，Z. Chen, Y. Xu 和 H. Yang 在文献[4]中求解不适定积分方程时发展了多尺度快速配置法，

给出了 Banach 空间范数意义下的误差估计，提出了一种先验参数估计和自适应后验参数选取策略，并证

明了在这两种参数选取策略下所获得的近似解均具有最优收敛阶。但是，该方法为了得到最优收敛阶，

要求精确解具有较高的光滑度。如果积分算子是扇形算子，那么，可以降低精确解的光滑度要求，也能

够得到近似解的最优收敛阶。 
Plato 于 1996 年，在文献[8]提出了 Banach 空间求解扇形积分方程的正则化方法以及后验参数选择方

法，给出了近似解的收敛率。缺点是无限维空间无法求出数值解。 
因此，本文的主要工作是在有限维空间中给出求解积分方程的多尺度快速配置法。文中基于多尺度

配置法给出矩阵压缩技术，减少系数矩阵非零元素的计算量，并提出自适应后验参数选择策略，确保近

似解的最优收敛率。 

2. 交替迭代法 

设  Ω是 ( ) 1dR d ≥ 中的一个紧集，扇形算子 ( ) ( ):K L L∞ ∞Ω → Ω ，定义为 

( )( ) ( ) ( ), d , ,Kx s k s t x t t s
Ω

= ∈Ω∫  
其中核函数 ( ) ( ),k s t C∈ Ω×Ω 且算子 K 满足 

(H1) [8]算子 K− 的预解集 ( )Kρ − 包含某个扇形面，即 

( ) { }π 2 e : 0, π 2 ,
def

iK r rϕ
ερ λ ϕ ε+− ⊃ Σ = = > ≤ +                     (2.1) 

其中 0 π 2ε< < 。算子 K 的预解算子 ( ) ( ) 1,
def

R K I Kλ λ −− = + 有如下估计 

( ) π 2, , ,MR K ελ λ
λ +∞

− ≤ ∈Σ                            (2.2) 
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其中 M 是正常数。 
考虑第一类 Fredholm 积分方程 

,Kx y=                                        (2.3) 

其中 ( )y L∞∈ Ω 是已知函数， ( )x L∞∈ Ω 是未知函数。若 ( )R K 是非闭集，则方程(2.3)是一个病态问题。

实际问题中，仅仅知道右端项 y 的近似值 ( )y Lδ ∞∈ Ω ，满足 

,y yδ δ
∞

− ≤                                     (2.4) 

其中 0δ > 。因此，实际求解的是如下的方程 

.Kx yδ=                                       (2.5) 

为了得到方程(2.5)的近似解，要采取正则化方法。以下采用文献[8]中的交替迭代法 

0 10, , 1, 2, ,
2 2l lx I K x I K x y lδ δ δ δµ µ µ−

   = + = − + =   
   

                  (2.6) 

其中 0 2 2sin Kµ ε
∞

< < 是松弛因子。 
为方便起见，令 

1 11

0
, ,

2 2 2

l
j

l
j

L I K I K R L I Kµ µ µ
µ

− −−

=

     = + − = +     
     

∑
 

容易算得近似解 lxδ 可表示为： , 1, 2,l lx R y lδ δ= = 。 
设 ( )l

l lS I R K L= − = ，为了得到近似解的收敛性，需要以下引理。 
引理 2.1. [8]若条件(H1)成立， 0, 0 2 2sinp Kµ ε

∞
≥ < < ，则对任意 1, 2,3,l = ，有 

, 0 ,p p
l pS K c l p−

∞
≤ ≤ ≤ ∞                             (2.7) 

以及 

* ,lR c l
∞
≤                                     (2.8) 

其中 * 0,
2

p
p

p pc a I K c a Mµ
µ µ−

∞

 = + = 
 

。 

为了得到近似解的收敛率，要求方程(2.3)精确解 †x ，应满足如下的光滑性(见[8])。 
(H2) 存在常数 0ρ > ，使得精确解 ( )†x L∞∈ Ω 满足 

( ) { },
† : , , 0 .p

px M K u u K w w pρ ρ
∞

∈ = = ≤ >
 

定理 2.1. 若条件(H1)-(H2)成立，则 

*
† .p

l px x c l c lδ ρ δ−

∞
− ≤ +                              (2.9) 

证明：根据条件(H1)， †x 和 lxδ 的定义，有 

( )† † † ,l l lx x S x R Kx yδ δ− = + −  

由引理 2.1 和假设(H2)，推得 

*
† † .p

l l l px x S x R y y c l c lδ δ ρ δ−
∞∞ ∞ ∞

− ≤ + − ≤ +
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3. 多尺度配置法 

以下讨论有限维空间上求解交替迭代正则化方程(2.6)的配置法[3]。为此，给出一些符号。令

{ }1,2,3,N =  ， { }0 0,1, 2,N =  ， { }0,1, , 1nZ n= − 。假设近似空间 ( )nX n N∈ 是嵌套的，即 1nnX X +⊆ 。

因此， nX 可分解为 

0 1 .n nX X W W⊥ ⊥ ⊥= ⊕ ⊕ ⊕                         (3.1) 

假设 ( ) ( )dim iw i W= ，对每个 iW 都有一组基 ( ),ij w iw j Z∈ ，使得 ( ){ }span :i ij w iW w j Z= ∈ ，假设

( ){ }span : ,n ij nX w i j U= ∈ ， ( ) ( ){ }, , ,n nw iU i j j Z i Z= ∈ ∈ ， ( ) ( )dim ns n X=
 

假设配置泛函空间 ( ){ }span : ,n ij nL i j U= ∈ ，满足[5] 
1) ( ) ( ), , , , , ,i j ij i i j j nw i j i j U i iδ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∈ < ， 

2) ( ){ } ( ){ }span : , span : ,i ij n ij nw iV j Z L i j U= ∈ = ∈  ， 

3) 0 1n nL V V V= ⊕ ⊕ ⊕  
其中 ,ij w 表示线性泛函 ij 在 w 上的取值。对 0n N∀ ∈ ， nP 表示从 ( )L∞ Ω 到 nX 的插值投影，定义如下。

设 ( )f L∞∈ Ω ，  n nP f X∈ 满足 

( ), 0, , .ij n nf P f i j U− = ∈
 

假设 nQ 表示从 ( )2L Ω 到 nX 的正交投影。当离散层 n 和迭代步 l 存在某种关系时，多尺度配置法求解

方程(2.6)，就是找 ( ) ( ) n l n lx Uδ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 10, , 1, 2, .
2 2n n l n l n l n l n lx I K x I K x y lδ δ δ δµ µ µ−

   = + = − + =   
   

             (3.2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): ,n l n l n l n l n lK P KQ y P yδ δ= = 。 
在多尺度基函数和相应的配置泛函下，算子 ( )n lK 是稠密矩阵，为此，采用如下的压缩算子 

( ) ( ) ( )
( ) 1

1
n l

i in l n l i
i Z

K P P KQ
+

− −
∈

= −∑

 
其中 1 0P− = 。用 ( )n lK 替代方程(3.2)中的 ( )n lK ，得到求解方程(2.6)的快速算法，即找 ( ) ( )n l n lx Xδ ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1, 2,3, .
2 2n l n l n l n l n lI K x I K x y lδ δ δµ µ µ−

   + = − + =   
   

                   (3.3) 

利用 ( )n lX 的多尺度基函数，近似解 ( )n lxδ 可以表示为 

( )
( ) ( ), n l

l
ij ijn l

i j U
x x wδ

∈

= ∑

 
为了写成矩阵形式，引入下面的记号。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

: , , , : ,l l
ij i jn l n l n lx i j U y i j Uδ

′ ′
   ′ ′= ∈ = ∈   x f

 

( ) ( ) ( ) ( ), : , , , ,i j ijn l n lw i j i j U′ ′
 ′ ′= ∈ E  ( ) ( ) ( ), : , , ( , )i j ijn l n lK i j i j U′ ′

 ′ ′= ∈ K 
 

其中 

,

, , ,

0,
i j ij

i j ij

Kw i i n
K ′ ′

′ ′

 ′+ ≤= 



其他.

                          (3.4) 

方程(3.3)的矩阵形式如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 , 1, 2, ,

2 2
l l

n l n l n l n l n l lµ µ µ−   + = − + =   
   

E K x E K x f               (3.5) 

其中， ( ) ( )1 1,0 s nl l R
Τ− −= ∈x x 。 

对于截断算法的计算复杂度，引入文献[5]的结果即可。 
引理 3.1. [5]若矩阵 ( )n lK 是采用截断策略(3.4)所得，那么 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )log , .n lN K O s n l s n l n l= →∞                  (3.6) 

其中 ( )( )n lN K 表示求解式(3.5)中的 ( )n lK 所要计算的非零元素个数。 

4. 误差估计 

为了分析多尺度配置法离散后的近似解误差估计，给出下面的假设[4]。 
(H3) 对某些正常数 k ，存在正常数 c，使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

, , .kj d kj d kj d
j j j L E L E

K I Q c I P K c I P K cσ σ σ
∞

− − −

∞ ∞ →
− ≤ − ≤ − ≤

 

为了得到误差估计，先给出引理。 
引理 4.1. [4]假设条件(H1)、(H3)成立，则存在常数 0 0b > ，使得对任意的 ( )n l N∈ ， 

( )
( ) 2

0 ,n l
n lK K b τ

∞
− ≤                                 (4.1) 

其中 k dτ σ −= 。 
定理 4.2. 假设条件(H1)、(H3)成立，且离散层 ( )n l 满足不等式 

( ) 2

0

1 ,n l

b M
τ

µ
≤                                   (4.2) 

则算子 ( )2 n lI Kµ
+  可逆且， ( )

1

2
2 n lI K Mµ −

∞

 + ≤ 
 

 。
 

证明：由条件(H1)得
1

2
I K Mµ −

∞

 + ≤ 
 

，以及(4.1)和(4.2)推得 

( )
( )

1
2

0 1 2.
2 2 2 2

n l
n lI K K K b Mµ µ µ µ τ

−

∞

   + − ≤ ≤   
   



 

又因为 

( ) ( )

1

2 2 2 2 2n l n lI K I K I I K K Kµ µ µ µ µ−      + = + + + −      
       

 

 

所以 ( )2 n lI Kµ
+  可逆且 

( ) ( )

( )
( )

11 1 1

1

1 2
0

2 2 2 2 2

2
2 .

11 22 2 2

n l n l

n l

n l

I K I K I I K K K

I K
M M

b MI K K K

µ µ µ µ µ

µ

µµ µ µ τ

−− − −

∞ ∞

−

∞
−

∞

        + = + + + −        
         

 + 
 

≤ ≤ ≤
    −− + −   
   

 


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接下来估计误差 ( )l n lx xδ δ

∞
−  。由式(2.6)和(3.3)可知， 

1 11

12 2

l
i

l
i

x I K y L I K yδ δ δµ µµ µ
− −−

=

   = + +  + 
   

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11

12 2
 

l

in l n l n l n l i n l i
i

x I K P y G I K P yδ δ δµ µµ µ
− −−

− −
=

   = + + +   
   

∑ 

 
其中 

( ) ( )

11

0
.

2 2

i

i n l j n l j
j

G I K I Kµ µ−−

− −
=

   = + −   
   

∏  

 
令 

( ) ( )

( )

1 1

1 11

1

2 2

.
2 2

n l n l

l
i

i n l i
i

B I K y I K P

L I K G I K

δµ µ
µ µ

µ µ
µ

− −

− −−

−
=

   = + − +   
   

    + + − +    
     

∑





 

类似于文献[9]，有以下关系 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 1

1 1

1

,
0

11
1

,1
1

1
, , 1

1

,

, 0,1, 2, , 1
2 2

, 1,2, , 1,

2

, 2

,

,

l l

i k
i k

i
i n l i n l i

l k
j

k j k
j

l
i j

j j n l i n l i
i j

l k
i j

j k j i k
i j

B H F

H L I K I K P i l

F L T k l

T A L I K P

T A L T k

µ

µ µ

µ

µ

− −

= =

− −

− −

− −

=

−−
− −

− −
= +

−
− −

−
= +

= +

    = + − + = −    
     

= = −

 = + 
 

= ≥

∑ ∑

∑

∑

∑

 





 

其中 ( ) ( )

1 1

2 2 2 2j n l j n l jA I K I K I K I Kµ µ µ µ− −

− −
    = + − − + −   

 
 

   
   

  。 

定理 4.3. 若 ( ){ }0 0min 1 2 sin 1 ,4sinc Mb M M Kµ ε ε
∞

< + +   ，条件(H1)-(H3)和式(2.4)成立，迭代

步 l 满足 1lδ < , 离散层 ( )n l 满足 

( ) 2

0

1min , .n l l
b M

τ δ
µ

 
≤  

 
                             (4.3) 

则 

( )

1

1
1

1 2 0

,

2 ,

l

k
k

F y c l

By c c l c Ml

δ

δ

δ

δ µ δ

−

∞
=

∞

≤

≤ + +

∑

 
其中 ( ) ( )1 0 0 2 0 0

†ˆ1 , 2c cc cc c c M Mb y xδµ µ µ δ
∞ ∞

= − = +
。 
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证明：将 ( ) ( )

11
1

,1
1 2

l
i j

j j n l i n l i
i j

T y A L I K P yδ δµ −−
− −

− −
= +

 = + 
 

∑  变形为 ( ),1 1 2j jT y A t tδ = + ，
 

其中， 

( ) ( )( ) ( )

1 11
1

1
1

,
2 2 2

l
i j

n l i n l i n l i
i j

t L I K K K I K P yδµ µ µ− −−
− −

− − −
= +

   = + − + 
 


 

∑  

 

( )( ) ( ) ( )
11

1 †
2

1
.

2

l
i j

n l i n l i
i j

t L I K P I Kx P y y yδµ −−
− −

− −
= +

   = + − + − +    
∑

 
由不等式(2.7)、(4.1)与(4.3)，得 

1
2 2 2

1 0 0 0 0 0
1
1 .

l

i j
t b c M y l i c M y l b c M yδ δ δµ δ µ δ µ

−

∞ ∞ ∞ ∞
= +

≤ − ≤ ≤∑

 
以及 ( ) ( ) ( )

1 21 1

1
2

11 d
l l jp p

i j
i j x x

p

− − −− + − +

= +

− − ≤ <∑ ∫ ，得 

( )( )

( ) ( ) ( )

( )

11 1
1 1

2 0
1 1

1 1

†

†

†

1
0 1

2

1
0 1

2

1 1

1 .

l l
n l i i j p

i j i j

l pp
p

i j

p
p

t c M x L I K K w

c M x M K M c i j

c M x M K M c p

µ
τ δ

ρ ρ

ρ ρ

−− −
− − − +

∞ ∞
= + = +

∞

−
− ++

+∞ ∞
= +

+
+∞ ∞

 ≤ + + + 
 

≤ + + + − −

≤ + + +

∑ ∑

∑

 
由 

( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1 1

1

2 2 2 2 2

.
2 2

j n l j n l j

n l j n l j

A I K I K I K I K K

I K K K

µ µ µ µ µ

µ µ

− − − −

− −

−

− −

        + − + + + − +        
         

 + + − 

=

 

 

 

 以及不等式(4.1)，(4.3)条件(H3)，得 

( ) 22
0 ˆ1 ,

2
n l j

jA M b M M K c l jµµ τ δ−
∞∞

 ≤ + + ≤ − 
 

 
其中 0ˆ 1

2
c Mb M M Kµµ

∞

 = + + 
 

。因此， 

,1jT y c l jδ δ
∞
≤ −

， 

其中 ( ) 1
0 0 0 1ˆ 1 p

pc cM b c M y c x K c pδµ ρ ρ+
+∞ ∞

+

∞
 = + + + +
 


。类似有 

2 2
1

,2 ,1 0
1 1

0 0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

l l
i j

j i
i j i j

T y c l j L T y ccc l j l i

ccc l j l ccc l j

δ δδ δ δ

δ δ δ

− −
− −

∞ ∞ ∞
= + = +

≤ − ≤ − −

≤ − ≤ −

∑ ∑

 

 同理，有 

( ) 1
, 0ˆ .k

j kT y c cc l jδ δ−

∞
≤ −

 

于是， 
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( ) ( )
1 11 1

, 0 0 0 0
0 0

ˆ ˆ .
l k l kk kj

k j k
j j

F y L T cc cc l j cc cc lδ µ µ δ µ δ
− − − −

− −

∞∞ ∞
= =

≤ ≤ − ≤∑ ∑ 

 由 ( ){ }0 0min 1 2 sin 1 ,4sinc Mb M M Kµ ε ε
∞

< + +   ，推得 0ˆ 1cc < 。于是 

( )
1 1 1

0 0 1
1 1

ˆ ,
l l k

k
k k

F y cc l cc c lδ µ δ δ
− −

−

∞
= =

≤ ≤∑ ∑

 
其中 ( )1 0 0ˆ1c cc ccµ= −

。记 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )

1 1

1 1 1

2 2

,
2 2 2

i
i n l i n l i

i
n l i n l i n l i

H y L I K I K P y

L I K I K y I K I P y y y

δ δ

δ δ

µ µ

µ µ µ

− −

− −

− − −

− − −

    = + − +    
     
      = + − + + + − − +      
       



 

 

根据式(4.1)以及式(4.3)和条件(H3)，得 
( ) ( )( )22

0 0 0

2 2
0 0 0 0

†

†

2

2 2 .

n l i n l i
iH c M b y c M x

c M b y l i c M c M x l i

δ

δ

µ τ δ τ

µ δ δ δ

− −
∞ ∞ ∞

∞ ∞

≤ + +

≤ − + + −  

于是， 
21 1 1

2 2
0 0 0 0

0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

2

†

0

†

2 2

2 2

2 ,

l l l

i
i i i

H y c M b y c Ml c M x
l i l i

c Ml c M b y l c M x l

c Ml c l

δ δ

δ

δ δ
µ µ µ δ µ

µ δ µ δ µ δ

µ δ δ

− − −

∞ ∞ ∞
= = =

∞ ∞

≤ + +
− −

≤ + +

≤ +

∑ ∑ ∑

 
( )1 2 02 .By c c l c Mlδ δ µ δ

∞
≤ + +  

定理 4.4. 若 ( ){ }0 0min 1 2 sin 1 ,4sinc Mb M M Kµ ε ε
∞

< + +   ，条件(H1)-(H3)成立，则 

( )
†

3 ,p
pn lx x c l c lδ ρ δ−

∞
− ≤ +                              (4.4) 

其中 3 * 1 2 02c c c c c Mµ= + + + 。 
证明：显然有 

( ) ( )
† .l ln l n lx x x x x xδ δ δ δ

∞∞ ∞

+− ≤ − + − 
 

由定理 4.3，推得 

( ) ( )1 2 02 .ln lx x c c l c Mlδ δ δ µ δ
∞

− ≤ + +
 

以及不等式(2.9)，得 

( ) ( )†
* 1 2 02 .p

pn lx x c l c c c c M lδ ρ µ δ−

∞
− ≤ + + + +

 

根据定理 4.4，得到下面的先验参数选择策略。 
定理 4.5. 若条件(H1)-(H3)和式(2.4)，(4.2)成立，取 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 1,n l p p plτ δ δ+ + − +≤ ≤ ，则 

( )
( )( )1 , 0.p p

n lx x Oδ δ δ+ +

∞
− = →                           (4.5) 

证明：根据定理 4.4 和 ( ) ( ) ( )2 2 1n l p pτ δ + +≤ ， ( )1 1 pl δ − +≤ 显然成立。 
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5. 自适应参数选择 

这一节，给出迭代停止准则。根据上述分析可知，存在两个恒大于零的递减函数 ( )lϕ 和 ( )lψ ，使得 

( ) ( ) ( )
† , 1, 2,3, ,n lx x l l L

l
δ δϕ

ψ∞
− ≤ + =                         (5.1) 

其中 L 是满足不等式 1l δ −< 的最大正整数。这个结果表明，当 ( ) ( )1
optl ϕψ δ−= 时(最优参数 optl 不一定是正

整数) 

( ) ( ) ( )( )† 12 .
optn l

x xδ ϕ ϕψ δ−

∞
− ≤

 

事实上，先验参数 optl 很难实现。在实际应用中，通常给出正则化参数 l 的有限集合 

{ }*: ,L l l L l Z∆ = ≤ ∈  

其中 L 是某个正整数， *Z 表示正整数集。集合 L∆ 中的最佳参数记为 

( ){ }* min : Ll l l M= ∈ ∆  

其中 

( ) ( ) ( )
: : , ,L LM l l l

l
δ

ϕ
ψ

  ∆ = ∈∆ ≤ 
    

如果函数ϕ 是未知的，那么上述的参数选择也是不可行的。对集合 ( )LM ∆ 做进一步的分析，对任意

的 i j< ， ( ), Li j M∈ ∆ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 .n i n jx x i j

i j j
δ δ δ δ δ

ϕ ϕ
ψ ψ ψ∞

− ≤ + + + ≤ 

 
因此，用下面的集合 

( ) ( ) ( ) ( )
† 4: : , , 1, ,L L n i n jM i x x j i i L

j
δ δ δ

ψ∞

  ∆ = ∈∆ − ≤ = + 
  

  

 

替代 ( )LM ∆ ，并选择 ( )†
† : min Ll M= ∆ 作为 *l 的近似值。 

定理 5.1. [10] 假设式(5.1)成立。若 ( ) ( ),L L LM M∆ ≠ ∅ ∆ ∆ ≠ ∅，且存在常数 0q > 使得函数 ( )lψ 满

足 

( ) ( )1 , ,i i Ll q l iψ ψ −≤ ∈∆                              (5.2) 

则 

( ) ( ) ( )( )† 16 ,n lx x qδ ϕ ϕψ δ
+

−

∞
− ≤                           (5.3) 

根据文献[10]，给出如下自适应参数选择方法。 
算法 5.2. (自适应参数算法) 
1) 给出初值： , ,,K L yδ δ µ∞∈ ； 
2) 确定离散层 ( )n n l= ：满足 

( ) 2

0

1min , ,n l l
b M

τ δ
µ

 
≤  

 
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3) 取满足 ( )1 1pL δ − +< 的最大整数； 
4) 对于 1,2,3, ,l L=  ，做如下迭代： 
a) 计算 ( ) ( )n l n lx Xδ ∈ ，满足下式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 12 2
,0,n n l n l n l n l n lx I K x I K x yδ δ δµ µ µ−

   = + = − +   
   

     

b) 取 ( ) ( ){ } { }4† 4 3min : , , 1, , , max ,L pn i n jl i x x c j j i i L c c cδ δ δ ρ
∞

= ∈∆ − ≤ = + =   。 

定理 5.3. 如果条件(H1)~(H3)成立， †l 是依据算法 5.2 选择，则 

( )
( )( )

†

† 1 .p p
n l

x x Oδ δ +

∞
− ≤

 

证明：证明 †l 满足定理 5.1 的所有条件。由定理 4.4 可知， 

( ) ( )†
3 4

p p
pn lx x c l c l c l lδ ρ δ δ− −

∞
− ≤ + ≤ +  

取 ( ) ( ) 1
4l c lψ −= ， ( ) 4

pl c lϕ −= ， 1q = ，则对任意的 1,2, ,l L=  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1, 1 ,i i

pll Lq l Ll Lϕ ψ δ ϕ ψ δψ ψ −
− += > = <=  

于是， ( ) ( ),L L LM M∆ ≠ ∅ ∆ ∆ ≠ ∅。这样就证明满足定理 5.1 的所有条件，故有 

( )
( )( )† 1 .p p

n lx x Oδ δ
+

+

∞
− ≤

 

6. 数值算例 

为了说明方法的有效性及理论结果的合理性，给出下面的数值实验结果。考虑下面的第一类积分方

程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1

0
, d , 0,1Kx t k s t x t t y s s= = ∈∫  

其中和为[8] 

( )
( )

( )

1 cosh 0.5 , ,
2sinh 0.5,

1 cosh 0.5 , .
2sinh 0.5

s t t s
k s t

s t t s

 − − ≤= 
 − + >
  

为了检验数值结果，先给出右端精确函数 

( ) ( )2 3 6 66 13 3 2 0 1 ,
1 1

s sey s s s s e e s
e e

−= − + − + + − ≤ ≤
− −

 

以及方程 Kx y= 的唯一精确解： ( ) ( ) ( )† 22 3 1 0 1x t t t t t= − + ≤ ≤ 。且 ( )†x R K∈  (见[8])，此时 1p = 。根据

文献[8]引理 1.2.7 和 1.2.8 可知，上述的积分算子满足条件(H1)，即 

( ) π 2 ,K ερ +− ⊃ Σ  

( ) ( )
1

π 2
1 1(1 ) , .

cos π 4 2 cos
I K ελ λ

ε ε λ
−

+
∞

+ ≤ + ∈Σ
+

 

为了说明在扰动的情况下，算法的有效性。假设右端扰动项 y y vδ δ= + ⋅ ，其中 ( )sin 0,1v s L∞= ∈ 且

1v
∞
≤ ，其中 100, 1,3,7e y eδ

∞
= ⋅ = 。取 2 0.6µ = ， 4 1.9c = 。 

下面介绍有限维空间 nX 和配置泛函空间 nL 的构造。假设 nX 分解如下： 
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0 1n nX X W W⊥ ⊥ ⊥= ⊕ ⊕ ⊕  

其中 0W 是 [ ]0,1 上的分段线性多项式空间，对于 i N∈ ， iW 是空间 1iX − 在空间 iX 中的正交补空间。现在给

出在空间 0X 满足条件的一组基底，并构造出空间 1W 中相应的基底，则空间 ( )2,3,i iW =  的基底可以通

过递归公式构造。选择空间 0X 的一组基底为 

( ) [ ]00 012 3 , 1 3 , 0,1w s s w s s= − = − + ∈  

空间 1W 中相应的基底为 

( )

( )

10

11

9 11 , 0,
2 2

,
3 11 , ,1
2 2

1 3 1, 0,
2 2 2

7 9 1, ,1
2 2 2

s s
w s

s s

s s
w s

s s

  − ∈    = 
 − + ∈   

  − ∈    = 
 − + ∈   

 

相应的递推公式为： 

( )
( )1,

1
,

12 , 0, ,
2

0,1,2, , 2 1,
10, ,1 ,
2

i j
i

i j

w s s
w s j

s

−
−

  ∈    = = −
  ∈   



 

( )
( )

1
1

,2

1,

10, 0, ,
2

0,1,2, , 2 1,
12 1 , ,1 ,
2

i
i

i j

i j

s
w s j

w s s
−

−
+

−

  ∈    = = −
  − ∈   

  

当 2σ = 时， 1dim 2n
nX += ， nX 是 [ ]0,1 上的分段线性函数空间，节点为： 2nj ， 1,2, , 2 1nj = − 。

对应的配置泛函空间 nL 有如下分解： 0 1n nV VL V= ⊕ ⊕ ⊕ .对应的取 { }0 00 01span ,V l l= ，其中 100 3l δ= ，

201 3l δ=  相应的有 { }1 10 11span ,V l l= ，其中  

1 6 1 3 2 3 1 3 210 1 3 5 61,3 1 1 3 .
2 2 2 2

l lδ δ δ δ δ δ= − + = − +  

于是， { }2
span , ii ijV l j Z= ∈ 可以相应的得到. 有兴趣的读者可以参考文献[3]。在快速多尺度配置法下，

得到了后验参数选择策略下的结果，见表 1。由此可以看出算法是有效的。 
 
Table 1. Adaptive error estimation 
表 1. 自适应误差估计 

e  ( )†n l  †l  ( )†

†
n l

x xδ

∞
−  ( )†

† 1 2
n l

x xδ δ
∞

−
 

1 8 3 0.00918 2.0537 

3 7 3 0.01048 1.3540 

7 6 3 0.01326 1.1214 
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