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Abstract 
In this paper, the initial-boundary value problem for a class of degenerate hyperbolic equation is 
studied. The global existence of solution is obtained by introducing Galerkin method. Also the 
global nonexistence of solution can be verified by using the analysis method while the initial 
energy is positive and bounded. 
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摘  要 

本文研究了一类非线性退化双曲方程的初边值问题。借助Galerkin方法得到了解的整体存在性，与此同

时，当初始能量为正且有界时，通过分析的方法可以证明解爆破。 
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1. 引言 

本文研究了如下非线性退化双曲方程的初边值问题 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ )

2 2

0 1

, , ,

,0 , , ,

, 0, , 0, .

tt

t

u div u u u x t R

u x u x u x u x x

u x t x t

+ + ∇ ∇ = − ∈Ω×

 = = ∈Ω
 = ∈∂Ω× +∞

                       (1.1) 

其中 ( ),u u t x= 是复值函数， nRΩ⊂ 为边界充分光滑的有界区域， ( )2div u u∇ ∇ 为退化的椭圆型算子。 

方程(1.1)常用来研究弹塑性杆中纵向运动的微观结构模型的弱非线性问题。与问题(1.1)相关的半线

性波动方程的初边值问题已被许多学者进行了广泛的研究，如文献[1]-[6]。其中 John [1]和 Glassey [2]研
究了柯西问题 
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证明了解整体存在和爆破的条件。他们发现了非线性项的指数增长控制与空间维数有严格的关系，即在

小初值下，给定有限充分小的正数 ( )0p n  (称 ( )0p n 依赖于 n )，存在数 p ，使得若 ( )0p p n> ，则解整体

存在；若 ( )01 p p n< < ，则解爆破. Ye Yaojun [3]是[1]的推广情形，即研究了如下非线性退化双曲方程的

初边值问题 
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Ye [3]采采用了 Galerkin 方法证明了解的整体存在性，并通过分析的方法得到了解爆破的条件. 本文

是问题(1.3)的一个简化模型。 
由于 Ye [3]中椭圆型算子项和非线性项的指数不确定，所以在证明势井深度的正性和进行能量估计

时过程繁杂，而本文采用与 Ye [3]类似的方法可经过简单精妙的估计得到解整体存在和爆破的条件，这

也是本文的主要创新。 

2. 势井深度 

对 ( )1,4
0u W∈ Ω ，定义如下能量泛函： 

( ) ( ) ( )4 3
4 31 1 .

4 3L LJ u u u
Ω Ω

= − ∇ +                             (2.1) 
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定义稳定集 

( ) ( ) ( ){ } { }1,4
0| , 0, 0 ,W u u W K u J u d= ∈ Ω > < ∪                       (2.2) 

其中 
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为势井深度。 
下面将证明 d 始终大于 0，即有如下引理： 
引理 2.2 假设 ( )1,4

0u W∈ Ω ，则 0d > 。 
证明 因为 
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当 1λ λ= 时，经计算 
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因此有 
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3. 解整体存在和爆破的条件 

为了得到解整体存在和爆破的条件，有如下准备引理： 

引理 3.1 [3] 令 ( )1,4
0u W∈ Ω ，假设 1) 当 4n > ，

41
4

nq
n

≤ ≤
−

；2) 当1 4n< ≤ ，1 q≤ < +∞，则 ( )qu L∈ Ω ，

( ) ( )1,4
0

qL wu C u
Ω Ω
≤ ，其中C 为常数， ( ),C C n q= 。 

记能量 
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2 4 3 21 1 1 1 , 0,

2 4 3 2t tL L L LE u t u u u u J u t t
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= − ∇ + = + >            (3.1) 

初始能量 

( )( ) ( ) ( )( )2
2

1
10 0 .
2 LE u u J u

Ω
= +                             (3.2) 

首先研究当初始能量 ( )( )0E u d< 时解整体存在的条件，采用的方法是 Galerkin 方法，证明过程是常

规步骤的实施，本文只给出相应的先验估计。 
定理 3.2 若 0u W∈ ， ( )2

1u L∈ Ω ， ( )( )0E u d< ，则问题(1.1)存在整体解 ( ) [ ) ( )( )1,4, 0, ,u x t L W∞∈ +∞ Ω ，

[ ) ( )( )20, ,tu L L∞∈ +∞ Ω 。 

证明 方程(1.1)乘以 tu 在 [ ]0,t 上积分得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
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′ + = + ∀ >                       (3.3) 

由(3.3)需证 

( ) [ ), 0, .u t W t∈ ∀ ∈ +∞                                (3.4) 

假设上式不成立，则令 1t 是使得 ( )1u t W∉ 的最小时间。由 ( )u t 的连续性，知 ( )1u t W∈∂ 。由W 的定

义及 ( )( )J u t 和 ( )( )K u t 关于 t 连续，则 

( )( )1 ,J u t d=                                    (3.5) 

或 

( )( )1 0.K u t =                                    (3.6) 

由(3.3)和条件 ( )( )0E u d< ，知 
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所以(3.5)式不成立。 
又假设(3.6)式成立，则 
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上式和 d 的定义矛盾，因此(3.6)式也不成立。 
由(3.3)和(3.5)有 
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( ) ( ) ( )2 4 2
2 4 2
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由(3.7)有 
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Ω Ω
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所以 ( ) [ ) ( )( )1,4, 0, ,u x t L W∞∈ +∞ Ω ， [ ) ( )( )20, ,tu L L∞∈ +∞ Ω 。 

其次研究当初始能量为正且恰当有界时，解爆破。 
定理 3.3 假设 0u W∈ ， ( )2

1u L∈ Ω ，若初值使得 
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其中 4
0

1
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Q C= ， 3
0S C= − ， 0C > 是正的 Sobolev 常数，则问题(1.1)不存在整体解，即解爆破。 

证明 假设 ( ),u x t 是问题(1.1)的整体解，则有引理 3.1 知，存在常数 0C > ， ( )C C n= ，对所有的
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0u W∈ Ω ，有 
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令 

( ) ( )4

1
44 ,Ls s t u u

Ω
Ω

 
= = ∇ = ∇ 

 
∫  

记(3.9)式右边为 

( ) ( )( )4 ,LQ s Q u
Ω

= ∇  

则 

( ) 4 3 31 1 ,
4 3

Q s s C s= − −                                (3.10) 

由(3.10）得 ( ) 3 3 2Q s s C s′ = − − 。 

令 ( ) 0Q s′ = ，得 3
0S C= − 。当 0s S= 时，有 
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s S s S
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所以函数 ( )Q s 在 0S 处有最大值 
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因为初值使得 ( )( )0E u ， 0S 满足 

( )( ) ( ) ( )40 00 , 0 ,
L
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< ∇ >  

因此由能量守恒有 

( )( ) ( )( ) 00 , 0.E u t E u Q t= < ∀ >  

由(3.9)和(3.10)知不存在时间 0t > ，使得 

( )( ) ( )0 0, ,E u t Q s t S< =  

因此由 ( )( )E u t 和 ( )s t 的连续性得 ( ) 0s t S> 对所有的 0t > 成立。由以上矛盾知(1.1)不存在整体解，

即解在有限时间内爆破。 
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