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Abstract 
In this paper, we consider the problem of solving interval nonlinear equation with interval para-
meters. Dividing the initial interval by monotone segment technique, we extended the improved 
interval Newton algorithm proposed in [1], and established a class of improved algorithm for 
solving interval nonlinear equation. Besides, some relevant theoretical results and effectiveness 
tests are given. Numerical examples show the new algorithm can not only solve problems that can 
not be solved by improved interval Newton method, but also greatly improve the computational 
efficiency. 
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摘  要 

本文研究了含区间参数的区间非线性方程的求解问题，通过单调分割技术对初始区间进行并行划分，对

文献[1]中的拓展区间牛顿算法进行了改进，建立了一类求解区间非线性方程的新算法，给出相关的理论
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结果并进行数值有效性测试。数值算例表明新算法不仅可以解决拓展区间牛顿法不能解决的问题，并且

大大提高了计算效率。 
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1. 引言 

传统的非线性方程可以表示为： 

( ) 0,f x =                                        (1) 

这里 :f R R→ 是连续可微的函数， R 表示所有的实数。 
在众多科学领域(如：化工[2]、计算机图形学[3]、机器人科学[4]、控制理论[5]等)中，都会涉及到(1)

的求解。但是，在现实问题中考虑到实验过程中实验方法、实验仪器等存在的误差、计算过程中浮点数

运算出现的误差，在实际计算中我们常常需要解决的是求解含不定参数的非线性方程： 

( ), 0,f x p =                                      (2) 

这里 [ ]p p∈ ， [ ]p IR∈ ， IR 表示所有实区间集合。下面我们给出含区间参数的区间非线性方程的定

义： 
定义 1.1 :f R IR IR× → 是连续可微的函数，[ ]x 是初始区间，[ ]p 是包含 f 所有系数的区间向量，则

含区间参数的区间非线性方程可表示为： 

[ ]( ), 0.f x p =                                     (3) 

定义 1.2 ( ), 0f x p = ， [ ]p p∈ 的每一个连续的零解集合构成区间方程 [ ]( ), 0f x p = 的一个零解区间，

如果该零解区间只包含一个值，称其为退化的零解区间。 
区间方程(3)的所有零解就是方程(2)所有方程零解的集合。显然区间方程(3)的解有 3 种情况：空区间、

退化区间(区间内只包含一个值)和非退化区间。对于非退化区间来说，包含在其中的零解是无穷多的，方

程(2)的系数是不断变化的，其零解也是不断变化的。但是，区间方程(3)的解区间的个数是有限的，所以

我们不直接求方程(2)的零解，而求其解区间。 
1966 年，Moore [6]在《Interval Analysis》一书中第一次用区间牛顿法逼近了一个简单的区间方程的

零解；1992 年，Hansen [7]利用牛顿法提出了区间搜索和启发式的终止条件求解区间方程的零解；2006
年，Nikas [8]等，在理论上提出了一种边界近似的方法求解区间方程，并取得了很好的成果；2009 年，

Nikas [1]等，又基于牛顿法提出了通过分离零解区间端点的方法求解区间方程。 
本文基于 Nikas 提出的分离零解区间端点的方法，首先考虑区间函数在指定初始区间内不单调的情况

下，先分割出存在零解的各个单调子区间，再逼近其零解区间的各个端点。数值算例证明该方法可在更

少的迭代步下确定零解区间。 
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2. 拓展的区间牛顿法(EIN) 

对于 ( ) 0f x = ， [ ]x x IR∈ ⊆ ， [ ]*x 是方程的解，且 [ ] [ ]*x x⊆ ，则传统的区间牛顿法公式为： 

[ ]( ) ( )
[ ]( )

: ,
F x

N x m
F x

= −
′

                                 (4) 

其中： m是 [ ]x 内的任意一点(通常取 m 为 [ ]x 的中点)， F 和 F ′是 f 和 f ′在区间 [ ]x 上的区间扩张函数。

则(4)的实际迭代公式为： 
( ) [ ]( )( )mid ,kkm x=  

[ ]( )( ) ( )
( )( )

[ ]( )( )
,

k
k k

k

F m
N x m

F x
= −

′
 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )( )1 .k k kx x N x+ = ∩  

对于区间牛顿法，当 [ ]( )0 F x∈ 时迭代失败，对此 Hansen [9]拓展了区间牛顿法使其可以处理

[ ]( )0 F x∈ 的情况。但对于 ( ) 0m x = 的情况目前还没有较好的处理方法，只能用区间二分法避免此情况。 

为了求解区间方程(3)，Nikas [1]对区间牛顿法进行了拓展，我们在这里对其进行简短的说明。 
将区间牛顿法换一种表达方式，令： ( ) ,m mF m f f =   ， [ ]m x∈ ， [ ]( ) ,F x d d′  =   ，则区间牛顿法可

表示成： 

[ ]( )
,

.
,

m mf f
N x m

d d

  = −
  

                                 (5) 

根据区间运算法则，(5)可表示为： 

[ ]( ) .
, , , ,
m mm m

f ff fN x m m m
d d d d d d d d

     
     = − ∪ = − ∪ −
                        

                 (6) 

令：
,
m

L

f
N m

d d
= −

  
，

,
m

U
fN m

d d
= −

  
，则(6)的迭代公式是： 

[ ]( )( )( ) mid ,kkm x=  

[ ]( )( ) [ ]( )( ) [ ]( )( ) ,k k k
L UH x N x N x= ∪  

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )( )1 .k k kx x H x+ = ∩  

引理 2.1 [1] 假设 f 是(3)定义的含区间参数的区间非线性方程， [ ]x 是初始区间， [ ] [ ]*x x⊆ 是方程

[ ]( ), 0f x p = 的零解区间。如果 [ ]( )( )0 f m x∈ ，且区间 [ ]r 定义如下： 

[ ] { } { }min , ,max , ,L U L Ur N N N N =                               (7) 

则 [ ]r 总是存在且 [ ] [ ]*r x⊆  (详见图 1)。 
引理 2.2 [1] 假设引理 2.1 的条件成立，如果 [ ]( )( )0 f m x∉ 且 [ ]( )0 F x′∉ ，[ ]r 的定义同(7)，如果 [ ]r 存

在，则 [ ] [ ]*r x⊆ (详见图 2)。 
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Figure 1. Four cases in lemma 2.1 
图 1. 引理 2.1 中的 4 种情况 
 

 
Figure 2. Two cases: [r] not existing or existing in lemma 2.2 
图 2. 引理 2.2 中[r]不存在与[r]存在的 2 种情况 
 

对于一些在指定初始区间内非单调的含区间参数的区间非线性方程，由(6)构造的迭代法计算其零解

区间时可能会失效。如下例： 
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例 2.1 求区间方程 ( ) [ ]2 1,1f x x= − − 在初始区间 [ ] [ ]3,3x = − 内的零解 (精度取 310− )。考虑到

[ ]( )0 F x′∈ ，根据拓展牛顿法可以得到(详见图 3)： 

[ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

1

10 3, 0.16666666666666 ,
, 0.16666666666666L

F x
N m x x x

F x

   −
= − ∩ = − ∩ = − −     ′ −∞ −  

  

[ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

2

10 0.16666666666666,3 ,
0.16666666666666,+L

F x
N m x x x

F x

   −
= − ∩ = − ∩ =     ′ ∞  

 

[ ]( ) [ ]( )( )( ) [ ]( )( )( ) [ ] [ ] [ ]( )
1 2

2 1 1 13,3 .L Lx N x N x x x= ∪ ∩ = − =  

根据例 2.1 的计算结果我们可以发现： [ ]( ) [ ]( )2 1x x= ，则对任意迭代步都有： [ ]( ) [ ]( )1k kx x+ = ，则每一

次迭代得到的 [ ]r 都是一样的，永远达不到要求的精度。这样由(6)构造的迭代法并不能解决这个问题。 

3. 新的改进算法 

为了提高(5)和(6)在求解非单调的区间方程时的计算效率，我们首先把非单调的区间分割成若干个单

调的子区间，在每个单调的子区间内再求解(3)的零解区间。 
定理 3.1 假设 f 是(3)定义的含区间参数的区间非线性方程，[ ]x 是初始区间，[ ] [ ]* **,x x x x = ⊆  是 f

的一个零解区间， LN ， UN 是由(5)和(6)计算得到的，则 **, Lx x N∈ 或 **, Ux x N∈ 。 

证明： 
1) 若 0d > ，则 *

Ux N∈ ， *
Lx N∈ 。 

2) 若 0d < ，则 *
Lx N∈ ， *

Ux N∈ 。 
3) 若 0d < ， 0d > ，根据 Hansen [9]提出的处理 [ ]( )0 F x′∈ 的情况有： 

1 2
, ,

11 ,,

m m
L L

f f
N m N m

dd

= − = −
   +∞−∞     

                          (8) 

则
1

*
Lx N∈ ，

2

*
Lx N∈ 。 

4) 若 0d > ， 0d < ，同理有： 

1 2
, ,

11 ,,

m m
U U

f fN m N m

dd

= − = −
   +∞−∞     

                          (9) 

则
1

*
Ux N∈ ，

2

*
Ux N∈ 。 

所以： ** , Lx x N∈ 或 ** , Ux x N∈ 。 

定理 3.1 保证了在分割非单调的初始区间时不会丢失区间方程的零解区间的上下界。但是，分割得到

的子区间有可能不包含方程的零解区间，对此我们给出定理 3.2。 
定理 3.2 假设定理 3.1 的条件成立， [ ]x 是初始区间，若(5)和(6)计算得到的 LN ， UN 为空，则 [ ]x 内

不包含 f 的零解。 
证明：假设 [ ]x 内包含 f 的零解，由定理 3.1 可知： ** , Lx x N∈ 或 ** , Ux x N∈ ，则 [ ]LN x∩ ≠ ∅，

[ ]UN x∩ ≠ ∅，与原假设矛盾，定理得证。 

定理 3.2 保证了不包含零解的区间在迭代中会被自动删除，进而不会影响迭代结果。 
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Figure 3. Interval equation ( ) [ ]2 1,1 0f x x= − − = , [ ]( ) [ ]0 3,3x = −  

图 3. 区间函数 ( ) [ ]2 1,1 0f x x= − − = ， [ ]( ) [ ]0 3,3x = −  

 
定理 3.3 假设 [ ]x 是通过分割初始区间 [ ]x 得到的一个单调子区间， [ ]* ** ,x x x =  是 [ ]( ),f x p 的一个

区间零解， Lf ， Uf 是 f 的边界函数， LN ， UN 分别是建立在 Lf ， Uf 上的区间牛顿算子，若 [ ] [ ]*x x∩ ≠ ∅ ，

则 LN ， UN 可以以任意精度二阶收敛到
*x 或 *x 。 

证明：因为 [ ]x 是单调区间且 [ ] [ ]*x x∩ ≠ ∅ ，所以在 [ ]x 上解的情况只可能有 3 种：[ ] [ ]*x x∈  ， [ ]*x x∈ 

和 [ ]*x x∈  。对于 [ ] [ ]*x x∈  ， LN ， UN 是分别建立在 Lf ， Uf 上的区间牛顿算子且 Lf ， Uf 是非区间函数，

Hansen 在文献[7]中证明了区间牛顿算子可以以任意精度收敛到非区间函数的零解。同理可证：对于

[ ]*x x∈  ， UN 的迭代结果为空， LN 可以以任意精度收敛到
*x 。对于 [ ]*x x∈  ， LN 的迭代结果为空， UN 可

以以任意精度收敛到 *x 。 
又 Moore 在文献[6]中证明了区间牛顿算子在逼近单调的非区间方程的零解时是二阶收敛的，故定理

得证。 
下面给出通过分割非单调区间求解区间方程的零解区间的算法。在如下的算法 1 中， N 用来存储非

单调的区间， N 的初始值为[x](0)， M 用来存储单调的子区间， M 的初始值为空， h 用来取出 N 内不单

调的子区间， l 用来将迭代过后的仍不单调的子区间重新存入 N 內， j 用来将单调的子区间存入 M 内和

取出 M 内单调的子区间， R 用来存储零解区间， ready 用来决定是否还需要迭代。 
 

算法 1:分割法求解含区间参数的区间非线性方程的数值算法 

1： 1l = ； 1j = ； 0h = ； 0ready = ； 

2：while 0ready ==  

3：if ( )h length N≤  

4：如果 0mF = ， 0mF = 或者 [ ] [ ]new
x x= ，采用区间二分法分割区间，将其存入 N ； 

5：根据(8)或(9)计算
1LN 和

2LN 或
1UN 和

2UN ； 

6：在
1LN 和

2LN 或
1UN 和

2UN 中，把单调的存入 M 中，不单调的存入 N 中； 
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7：如果
1LN 和

2LN 或
1UN 和

2UN 中出现空集，从 N 中取出非单调区间将其赋值； 

8：end if 

9：对 M 中的区间进行从小到大排序； 

10：令 ( )1L UN N M= = ， 1j = ； 

11：while ( )j length M≤  

12：根据(6)计算 LN 和 UN ； 

13：如果 LN 或 UN 为空，从 M 中取出单调区间将其赋值； 

14： [ ] [ ];L Unew
x N N= ； 

15：if [ ]( )( ) 14max 10
new

rad x −<  

16：计算 r ； 

17： R R r= + ； 

18：if ( )j length M≤  

19： 1j j= + ； 

20： ( )LN M j= ； ( )UN M j= ； 

21： [ ] [ ];L Unew
x N N= ； 

22：else 

23： 1ready =  

24：break； 

25：end if 

26： [ ] [ ]new
x x=  

27：end if 

28：end while 

29：end while 

30：return R  

注：算法 1 中，第 3~7 步是将非单调的初始区间分割成若干个单调的子区间(初始区间单调时不执行)，第 8~9 步是对各单调子区间排序，以

确保迭代出的 r 是零解区间，第 10~28 步是在各单调子区间内计算 r。 

4. 数值算例 

本文所使用的数值算例全部来自[1]，计算精度 1410ε −= 。通过比较初始区间( SI )、迭代步数( IT )、F

的计算次数( F )、F ′的计算次数( F ′ )、二分区间数( B )、获得解区间数( Z )来比较算法的优劣。表 1 给出

了 6 个测试函数的具体表现形式，图 4 给出了每个测试函数的图像，表 2 是用 EIN 方法计算得到的结果，

表 3 是用算法 1 计算得到的结果。 
根据表 2 和表 3 的计算结果我们能得到：算法 1 在迭代步数上有明显的减少， F ′的计算次数有所增

加是因为我们需要检测子区间是否单调，如果不单调就需要继续迭代，因此，这一类检测子区间是否单

调的 F ′的计算量与 F 的计算量相同，而算法 1 的 F 的计算次数有明显的改善，总的来说算法 1 的计算效

率高于 EIN。 
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Table 1. Test function (from reference [1]) 
表 1. 测试函数(来自参考文献[1]) 

NO. [ ]( ),f x p  

1. [ ] [ ] [ ]3 2

2 1 0
x p x p x p+ + + , [ ] [ ]0

1,1.8907p = , [ ] [ ]1
2.8749,4.2501p = , [ ] [ ]2

1.2499,2.2501p =  

2. [ ]2x p− , [ ] [ ]2,2p = −  

3. [ ]( ) [ ]2 22 2sin 2 e p xp x − −+ , [ ] [ ]0.5,0.5p = −  

4. 
[ ] [ ]6 5 4 3 2

5 4 2 03 1
x p x p x p x p x p x p− + + − + + , 0 16.1024p = , [ ] [ ]1

15.8448,16.52p = , 2 7.872p = , 

[ ] [ ]3
4.0388, 3.875p = − − , 4 1.0256p = , 5 2p =  

5. 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 2 2 3 24 3 2

1 2 1 2 3 1 2 3 3
x p p x p p p x p p p x p+ + + + , [ ] [ ]1

1.15,1.65p = , [ ] [ ]2
1.3,1.7p = , 

[ ] [ ]3
0.6,1.0p =  

6. [ ]
2

2
2

5 5.1 16 10 1 cos
π 4π 8π

x x p x   − + − + −   
   

, [ ] [ ]2,0p = −  
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Figure 4. The image of test function 
图 4. 测试函数的图像 
 
Table 2. Numerical results are calculated by EIN 
表 2. EIN 计算得到的数值结果 

NO.  SI  IT  F  F ′  B  Z  零解区间 

1. [−3,2] 45 88 43 0 1 [ ]1.173264124091346, 0.24991803609978R = − −  

2. [−2,3] 15 28 13 0 1 [ ]1.414213562373095,1.414213562373095R = −  

3. [−2.5,2.5] 317 606 289 1 9 

[ ]1 2.500000000000000, 2.481569121983017R = − −  

[ ]2 2.170803763674813, 2.141819082085289R = − −  

[ ]3 1.772453850905517, 1.736834089252561R = − −  

[ ]4 1.253314137315509, 1.202412710695869R = − −  

[ ]5 0.000000000000008,0.000000000000008R = −  

[ ]6 1.202412710695869,1.253314137315509R =  

[ ]7 1.736834089252561,1.772453850905517R =  

[ ]8 2.141819082085289,2.170803763674813R =  

[ ]9 2.481569121983017,2.500000000000000R =  

4. [−1.5,2.5] 55 103 48 0 1 [ ]1.094076044826976, 0.908642763062733R = − −  

5. [−10,5] 69 134 65 0 1 [ ]7.599154609171094, 0.074548001830275R = − −  

6. [1,11] 62 118 56 0 2 
[ ]1 2.528141250340096,4.488909517022945R =  

[ ]2 8.122294734375085,9.909824008961696R =  

 
Table 3. Numerical results are calculated by algorithm1 
表 3. 算法 1 计算得到的数值结果 

NO. SI  IT  F  F ′  B  Z  零解区间 

1. [−3,2] 30 31 31 0 1 [ ]1.17326412409134, 0.24999180360997R = − −  

2. [−2,3] 6 12 15 0 1 [ ]1.41421356237310,1.41421356237310R = −  
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3. [−2.5,2.5] 196 324 410 1 9 

[ ]1 2.500000000000000, 2.481569121983017R = − −  

[ ]2 2.17080376367481, 2.14181908208529R = − −  

[ ]3 1.77245385090552, 1.73683408925256R = − −  

[ ]4 1.25331413731551, 1.20241271067587R = − −  

[ ]5 0.00000001814388,0.00000001814388R = −  

[ ]6 1.20241271067587,1.25331413731551R =  

[ ]7 1.73683408925256,1.77245385090552R =  

[ ]8 2.14181908208529,2.17080376367481R =  

[ ]9 2.48156912198302,2.500000000000000R =  

4. [−1.5,2.5] 39 84 50 0 1 [ ]1.09407604482696, 0.90864276306273R = − −  

5. [−10,5] 64 118 68 0 1 [ ]7.59915460917109, 0.07454800183027R = − −  

6. [1,11] 42 55 72 0 2 
[ ]1 2.52814125034008,4.48890951702295R =  

[ ]2 8.12229473437509,9.90982400896169R =  

5. 总结 

本文通过分割非单调的区间得到单调的子区间的方法，对求解含区间参数的区间非线性方程在指定区

间内的所有零解区间的拓展区间牛顿算法进行了改进，并且可以解决拓展区间牛顿算法不能解决的问题，

在计算效率上也有所提高。 
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