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Abstract 
A new method of obtaining a priority vector from interval multiplicative reciprocal matrices is 
proposed in the present paper. By considering the randomness experienced by decision makers in 
pairwise comparisons, the cosine maximization method is extended to interval multiplicative re-
ciprocal matrices with approximation-consistency. A new algorithm is proposed to solve the deci-
sion making problem with the interval-valued judgements. Numerical results are reported to 
show the application of the proposed method. 
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摘  要 

本文研究了一种从区间互反判断矩阵中获得权重的新方法，考虑决策者在两两比较方案的判断中存在的

随机性，把余弦最大化方法推广到研究近似一致性区间互反判断矩阵，给出了一种求解区间互反判断矩
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阵决策问题的新算法，数值结果阐明了新方法的应用。 
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1. 引言 

在复杂的决策环境中，由于决策者主观思维的模糊性和决策因素的不确定性，决策者可能给出区间

数互反判断矩阵表示他们对方案的偏好关系。近年来许多学者对区间数互反判断矩阵进行了相关的研究

[1] [2] [3] [4]。基于层次分析法[5]，因为决策者受相关经验和决策知识的约束，通常很难给出一致的互反

判断矩阵。为了得到合理和可靠的权重，需要对决策者提供的判断矩阵进行一致性检验。比如文献[6]中
采用有限迭代的方法对其进行修正，使其满足满意一致性。而对于区间互反判断矩阵的一致性问题更加

复杂并存在一些争论，最近，文献[7]对区间互反判断矩阵的一致性定义进行了述评，并指出区间互反判

断矩阵本质上是不一致的，只能考虑包含在其中的有限理性，提出了近似一致性的新概念。 
从区间数互反判断矩阵中获得合理的权重向量是决策分析中一个重要的问题，许多的学者已进行了

相关的研究并提出了许多方法[2] [3] [4] [7] [8]。基于近似一致性的新概念[7]，有必要研究从区间数互反

判断矩阵获得权重的新方法。本文利用余弦相似测度方法确定由区间数互反判断矩阵端点构成的两互反

判断矩阵的权重，然后通过凸组合技术得到相应区间数互反判断矩阵的权重。最后考虑决策者比较方案

时的随机性，得到区间数权重，给出了新算法并得出方案的排序或择优。 

2. 预备知识 
设 { }1 2, , , nX x x x=  表示一组决策方案，经典层次分析法中[5]，决策者通过互反判断矩阵表示两两

比较的偏好矩阵 ( )ij n n
A a X X

×
= ⊂ × ，其中元素 ija 表示任意方案 ix 与 jx 的比值，且 [ ]1 9,9ija ∈ 。当 9ija =

时，表示方案 ix 完全优于方案 jx ；当 1 9ija = 时，表示方案 jx 完全优于方案 ix ；当 1ija = 时，表示方案 ix

与 jx 无差异。相对测度下，有 1ij jia a⋅ = ，且 1iia = 时， ( )ij n n
A a

×
= 称作互反判断矩阵，其一致性定义如下： 

定义 2.1 [5]：若互反判断矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 满足 ij ik kja a a= ⋅ , , 1, 2, ,i j n∀ = 

，那么称矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 为

一致性互反判断矩阵。 
当判断矩阵 ( )ij n n

A a
×

= 是不一致时，文献[5]进一步定义了一致性指标( CI )和一致性率( CR )对

( )ij n n
A a

×
= 的不一致性程度进行量化： 

max

1
nCI

n
λ −

=
−

, CICR
RI

=                                     (1) 

其中 n 和 maxλ 分别表示矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 的维数和最大特征值， RI 表示随机产生的互反判断矩阵的平均一

致性指标。当 0CR = 时， ( )ij n n
A a

×
= 为一致的互反判断矩阵；当 0.1CR < 时，互反判断矩阵是满意的；当

0.1CR ≥ 时，互反判断矩阵是不满意的并且有必要修正为满意一致性。另外，基于余弦相似测度，文献[9]
提出了一种新的一致性指标( CCI )： 
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maxCCCI
n

= , ( ) 2 2
max

1 1 1 1 1

n n n n n

j i ij k kj
j j i k k

C C a aω ω
= = = = =

 
= =   

 
∑ ∑∑ ∑ ∑                     (2) 

其中 ( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  和 ( )T

1 2, , ,j j j nja a a a= 
分别表示互反判断矩阵 ( )ij n n

A a
×

= 的权重向量和第 j 列向

量，且
1

1
n

i
i
ω

=

=∑ ， 0iω > ， 1,2, ,i n∀ =  。当 1CCI = 时，称矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 为一致性互反判断矩阵。一般

来说， 90%CCI ≥ 时，矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 是满意的[9]。 

在复杂的决策环境中，为了更加合理的表示模糊环境中决策者对方案的偏好关系，在文献[1]中，考

虑用区间数来表示任意两个方案的偏好比值，从而构造出一个区间数互反判断矩阵。进一步，考虑决策

者两两比较的随机性，文献[7]中考虑了任意方案 ( )1,2, , n 的排列σ ，得到相应的区间数互反判断矩阵

形式如下： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 2

1 1 2 1 2 1 1

2 2 1 2 1 2 2

1 1 2 2

1,1 , ,

= , 1,1 ,

, , 1,1

n

n n

ij n nn n

n n n n n

x x x

x a a a a

A a x a a a a

x a a a a

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ
σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

− + − +

− + − +
×

− + − +

 
 

    
    

    =
    

 
 
    

    











    



 

其中 ijaσ
 表示方案 ( )ixσ 比方案 ( )jxσ 的优越程度在 ( ) ( )i jaσ σ

− 和 ( ) ( )i jaσ σ
+ 之间。满足 ( ) ( ) ( ) ( ) 1i j j ia aσ σ σ σ

+ −⋅ = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1i j j ia aσ σ σ σ
− +⋅ = ，且 ( ) ( ) ( ) ( ) 1i i i ja aσ σ σ σ

− += = 。 

从区间数互反判断矩阵 Aσ
 中构造的两个实互反矩阵判断矩阵 ( )ij n n

C cσσ ×
= 和 ( )ij n n

D dσ
σ ×
= 如下： 

( ) ( )

( ) ( )

,

1,

,

i j

ij

i j

a i j

c i j
a i j

σ σ

σ

σ σ

+

−

 <
= =
 >

, 
( ) ( )

( ) ( )

,

1,

,

i j

ij

i j

a i j

d i j
a i j

σ σ

σ

σ σ

−

+

 <
= =
 >

                            (3) 

假设 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

ij ij ijn n n n
E e c d

α ασ σ σ σα α
−

× ×
= =                              (4) 

其中 , 1, 2, ,i j n∀ = 
, [ ]0,1α ∈ 。 

定义 2.2 [7]：若存在一个排列σ 使得互反判断矩阵 ( )ij n n
C cσσ ×

= 和 ( )ij n n
D dσ
σ ×
= 具有一致性，那么区

间数互反判断矩阵 Aσ
 是近似一致性的。 

定义 2.3 [7]：若存在一个排列σ 使得互反判断矩阵 ( )ij n n
C cσσ ×

= 和 ( )ij n n
D dσ
σ ×
= 具有满意一致性，那

么 Aσ
 称为具有满意近似一致性的区间数互反判断矩阵。 
定理 2.1 [7]：若区间数互反判断矩阵 Aσ

 为满意近似一致性，当且仅当存在一个排列σ 使得互反判断

矩阵 ( )Eσ α 为满意一致性。 
以上定义是根据经典层次分析法中的一致性指标给出的，采用CCI 指标，我们给出区间互反判断矩

阵近似满意一致性的新定义，即 
定义 2.4：若存在一个排列σ 使得互反判断矩阵 ( )ij n n

C cσσ ×
= 和 ( )ij n n

D dσ
σ ×
= 的CCI 等于或大于 90%，

那么称区间数互反判断矩阵 Aσ
 是满意近似一致性的。 
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基于定义 2.4，可以证明定理 2.1 同样成立，下面考虑当区间数互反判断矩阵满足定义 2.4 的条件时

区间数权重确定的新方法。 

3. 区间数权重确定新方法 

下面把从互反判断矩阵中获得权重的余弦最大化方法推广到区间互反判断矩阵，建立从区间互反判

断矩阵获得权重的新方法，并考虑决策者两两比较方案的随机性，给出备选方案的区间数权重。 
根据定义 2.4 可知，讨论区间数互反判断矩阵 Aσ

 的近似一致性，只需对(3)式构成的互反判断矩阵进

行讨论。首先，我们利用CCI 一致性指标判断Cσ 和 Dσ 是否满意，若两者同时通过了检验，则表明判断

矩阵 Aσ
 具有满意近似一致性。否则，需要对它们进行修正。根据文献[9]的定理 2，令 

( )21

1

n
ij

i nj
kj

k

c
c

c

σ
σ

σ=

=

= ∑
∑

 , 

( )21

1

n
ij

i nj
kj

k

d
d

d

σ
σ

σ=

=

= ∑
∑

                              (5) 

那么得到关于互反判断矩阵Cσ 和 Dσ 的优先权重如下： 

( )
( ) ( )2 21

1 1

n
i i

i n ni
k k

k k

c cC
c c

σ σ
σ

σ σ

ω
=

= =

= ∑
∑ ∑

 

 

                               (6)
 

( )
( ) ( )2 21

1 1

n
i i

i n ni
k k

k k

d dD
d d

σ σ
σ

σ σ

ω
=

= =

= ∑
∑ ∑

 

 

                               (7) 

根据(4)式，令 

( ) ( )
( ) ( )( )

1

211

1

n ij ij
i nj

ij ij
k

c d
t

c d

α ασ σ
σ

α ασ σ

−

−=

=

= ∑
∑

                                   (8) 

则 

( )
( ) ( )21

1 1

n
i i

i n ni
k k

k k

t tE
t t

σ σ
σ

σ σ

ω
=

= =

= ∑
∑ ∑

 

 

                               (9) 

当 1α = 时，则 ( ) ( )i iE Cσ σω ω= ；当 0α = 时，则 ( ) ( )i iE Dσ σω ω= 。当 ( )0,1α ∈ 时，对于区间数互反

判断矩阵 Aσ
 中任意一个排列，那么 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }min , max ,i i i i iC D E C Dσ σ σ σ σω ω ω ω ω< <                     (10) 

因此，从区间数互反判断矩阵 Aσ
 获得的区间数权重为： 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }min , ,max ,i i i i iC D C Dσ σ σ σ σω ω ω ω ω =                         (11)
 

考虑决策者判断的随机性，采用均值估计决策方案的权重[7]为： 

( )1 2
1 , , ,
! nn

σ σ σ

σ
ω ω ω ω= ∑ 

                                  (12) 

特别的，当区间互反判断矩阵 ( )ij n n
A aσ σ

×
= 是近似一致性时，有如下定理： 
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定理 3.1：假设区间数互反矩阵 ( )ij n n
A aσ σ

×
= 是近似一致性，则存在一个排列σ 使得区间数权重(11)

可以简化为 

1 1 1 1
min 1 ,1 ,max 1 ,1

n n n n

j ij ij ij ij
i i i i

c d c dσ σ σ σω∗

= = = =

    =     
    
∑ ∑ ∑ ∑ .                  (13) 

证明：由于 ( )ij n n
A aσ σ

×
= 是近似一致性的，则存在一个排列σ 使得由(4)构造的判断矩阵 Eσ 是一致的。 

假设 ( )1 2, , , n
σ σ σ

σω ω ω ω=  为判断矩阵 Eσ 的权重向量，由文献[9]中的定理 2 可知， 

1
1

n

j ij
i

eσ σω
=

= ∑ , maxC n= , , 1, 2, ,i j n∀ = 
, [ ]0,1α∀ ∈ . 

由(4)式得 

( ) ( )1
1

1
n

j ij ij
i

c d
α ασ σ σω

−

=

= ∑ . 

当 1α = 时，则 

1 1
1 1

n n

j ij ij
i i

e cσ σ σω
= =

= =∑ ∑ , 

当 0α = 时，有 

1 1
1 1

n n

j ij ij
i i

e dσ σ σω
= =

= =∑ ∑ . 

当 0 1α< < 时，则 

1 1 1 1

1min , max ,
n n n n

ij ij ij ij
i i i ij

c d c dσ σ σ σ
σω= = = =

   < <   
   
∑ ∑ ∑ ∑  

很显然，上式可以改写成如下形式： 

1 1 1 1
min 1 ,1 max 1 ,1

n n n n

ij ij j ij ij
i i i i

c d c dσ σ σ σ σω
= = = =

   < <   
   
∑ ∑ ∑ ∑  

4. 算法与数例 

基于区间数权重确定新方法，下面给出区间数互反判断矩阵的决策问题新算法。 
Step 1：假设 { }1 2, , , nX x x x=  表示一组有限方案，由方案两两比值构成相应的区间数互反判断矩阵

( )ij n n
A aσ σ

×
= ，并利用(3)式从 Aσ

 中构造两个实互反矩阵Cσ 和 Dσ 。 

Step 2：利用(2)式检验Cσ 和 Dσ ，若存在一个排列σ 使得两者是满意一致的，则直接执行 Step 6，
否则继续执行下一步。 

Step 3：首先利用(3)式获得Cσ 或 Dσ 的权重向量 ( )1 2, , , n
σ σ σ

σω ω ω ω=  。然后利用欧几里得距离获得Cσ

和 Dσ 中的元素与其对应权重的平均偏差值： 

( )
1 2

2

1 1
2

n n

ij i j
i j

e
X

n

σ ω ω
= =

 
− 

 =
∑∑

 

并确定Cσ 和 Dσ 的偏差矩阵 ( )ij ij i j n n
C c cσ σ σ σ
σ ω ω

×
= = − 。 
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Step 4：令 { }maxkl ijb c σ= ，那么 

( )1 , ,

otherwise

k
kl

lij

ij

c k i l j
c

c

σ
σ

σσ

σ

ω
µ µ

ω
  

⋅ + − ⋅ = =  
=  



 

Step 5：改变下标 k 和 l 的值，返回 Step 2。 
Step 6：应用(12)式获得区间数互反判断矩阵 ( )ij n n

A aσ σ

×
= 权重向量。 

Step 7：利用文献[3]的可能度公式确定相应的可能度矩阵 P 。 
Step 8：利用文献[2]中的行列消去法可获得方案权重的排序。 
Step 9：结束。 
下面给出数例说明新方法的应用。设区间数互反判断矩阵如下： 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

2

1,1 2,3 4,9 1,2
1 3 1,1 1,2 3,8

1 9,1 4 1 2,1 1,1 2,5
1 2,1 1 8,1 3 1 5,1 2 1,1

Aσ

 
 
 =  
 
  

  

考虑区间数互反判断矩阵 2Aσ
 的所有排列如表 1 所示。根据定义 2.4 可知，区间数互反判断矩阵 2Aσ

 是非一

致的。此时，我们选择置换 ( )3 1, 4, 2,3σ = 进行修正。 

3

1 1 2 4
1 1 1 8 1 5

1 2 8 1 1
1 4 5 1 1

Cσ

 
 
 =
 
 
 

, 
3

1 2 3 9
1 2 1 1 3 1 2
1 3 3 1 2
1 9 2 1 2 1

Dσ

 
 
 =
 
 
 

 

从表 1 得
3

87.11% 90%CCCI
σ
= < ，

3
93.77% 90%DCCI

σ
= > 。显然判断矩阵

3
Cσ 是非一致的，

3
Dσ 是满

意一致的。根据定理 2.1，我们只需对判断矩阵
8

Cσ 进行修正。根据 Step 3 可得判断矩阵
8

Cσ 的元素与其

对应权重的欧几里得平均偏差 0.4989X = ，对应的偏差矩阵为 
0 1.9287 0.6084 2.1082

0.6586 0 0.3501 0.4459
0.2186 5.8954 0 0.3595
0.2786 3.4519 0.2644 0

E

 
 
 =
 
 
 

 
很显然元素 32e ( )23e 需要修正。令 0.4µ = ，修正后的矩阵为： 

3

1 1 2 4
1 1 0.2785 0.2

0.5 3.5904 1 1
0.25 5 1 1

Cσ

 
 
 ′ =
 
 
 

 

对应 88.28% 90%CCI = < 。此时对应的判断矩阵
3

Cσ′ 仍是非一致的。重复上述过程可获得满意一致性

矩阵为： 

3

1 1 2 4
1 1 0.2785 0.4801

0.5 3.5904 1 1
0.25 2.0831 1 1

Cσ

 
 
 ′′ =
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Table 1. CCI indexes of 
2

Cσ  and 
2

Dσ  
表 1. 

2
Cσ 和

2
Dσ 的 CCI 指标 

σ  ( )2
CCI Cσ  ( )2

CCI Dσ  σ  ( )2
CCI Cσ  ( )2

CCI Dσ  

{1,2,3,4} 90.9% 88.71% {2,1,3,4} 89.66% 89.95% 

{1,2,4,3} 88.33% 89.34% {2,1,4,3} 87.18% 90.62% 

{1,4,2,3} 87.11% 93.77% {2,4,1,3} 92.18% 86.09% 

{1,4,3,2} 88.19% 93.19% {2,3,1,4} 87.4% 92.35% 

{1,3,4,2} 88.6% 89.99% {3,2,1,4} 87.97% 91.29% 

{1,3,2,4} 91.82% 88.08% {3,1,2,4} 89.32% 90.16% 

 

其中 90.15% 90%CCI = > ，根据定义 2.3 可知，区间数互反判断矩阵 2A σ′′ 具有满意近似一致性。 
利用(11)式可得 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )0.3181,0.4631 , 0.236,0.2984 , 0.134,0.1902 , 0.1075,0.2109σω = 。 

根据可能度公式获得相应的可能度矩阵为[5]： 

0.5 1 1 1
0 0.5 1 1
0 0 0.5 0.528
0 0 0.472 0.5

P

 
 
 =
 
 
 

 
运用简单的行列消去法得到权重的优先级 100% 100% 52.8%

1 2 3 4ω ω ω ω   。 

5. 结论 

本文基于互反判断矩阵不一致性程度测量的 CCI 指标，定义了区间互反判断矩阵的满意近似一致性. 
采用余弦最大化方法，给出了区间互反判断矩阵的权重确定方法，进一步考虑决策者两两比较备选方案

时表现的随机性，获得了从区间数互反判断矩阵的备选方案的权重，最后给出算法和数例并阐明了方法

的应用。 

基金项目 

国家自然科学基金项目(71571054, 71201037)，广西自然科学基金(2016GXNSFFA380004)，广西大学

科研基金(XBZ160257)。 

参考文献 (References) 
[1] Saaty, T.L. and Vargas, L.G. (1987) Uncertainty and Rank Order in the Analytic Hierarchy Process. European Journal 

of Operational Research, 32, 107-117. 
[2] Wang, Y.M., Yang, J.B. and Xu, D.L. (2005) A Two-Stage Logarithmic Goal Programming Method for Generating 

Weights from Interval Comparison Matrices. Fuzzy Sets and Systems, 152, 475-498. 
[3] Liu, F. (2009) Acceptable Consistency Analysis of Interval Reciprocal Comparison Matrices. Fuzzy Sets and Systems, 

160, 2686-2700. 
[4] Xia, M.M. and Chen, J. (2015) Studies on Interval Multiplicative Preference Relations and Their Application to Group 

Decision Making. Group Decision and Negotiation, 24, 115-144. https://doi.org/10.1007/s10726-014-9383-9 
[5] Saaty, T.L. (1980) The Analytic Hierarchy Process. McGraw-Hill, New York.  
[6] Xu, Z.S. and Wei, C.P. (1999) A Consistency Improving Method in the Analytic Hierarchy Process. European Journal 

https://doi.org/10.12677/aam.2017.67098
https://doi.org/10.1007/s10726-014-9383-9


刘祖林 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2017.67098 815 应用数学进展 
 

of Operational Research, 116, 443-449. 
[7] Liu, F., Pedrycz, W. and Zhang, W.G. (2017) Limited Rationality and Its Quantification through the Interval Number 

Judgments with Permutations. IEEE Transactions on Cybernetics. (In Press)  
[8] Meng, F, Chen, X., Zhu, M. and Lin, J. (2015) Two New Methods for Deriving the Priority Vector from Interval Mul-

tiplicative Preference Relations. Information Fusion, 26, 122-135. 
[9] Kou, G. and Lin, C. (2014) A Cosine Maximization Method for the Priority Vector Derivation in AHP. European 

Journal of Operational Research, 235, 225-232. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

知网检索的两种方式： 

1. 打开知网页面 http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD 
下拉列表框选择：[ISSN]，输入期刊 ISSN：2324-7991，即可查询 

2. 打开知网首页 http://cnki.net/ 
左侧“国际文献总库”进入，输入文章标题，即可查询 

投稿请点击：http://www.hanspub.org/Submission.aspx 
期刊邮箱：aam@hanspub.org 

https://doi.org/10.12677/aam.2017.67098
http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD
http://cnki.net/
http://www.hanspub.org/Submission.aspx
mailto:aam@hanspub.org

	A Method of Obtaining a Priority Vector from Interval Multiplicative Reciprocal Matrices
	Abstract
	Keywords
	区间互反判断矩阵权重确定的一种新方法
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 预备知识
	3. 区间数权重确定新方法
	4. 算法与数例
	5. 结论
	基金项目
	参考文献 (References)

