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Abstract 
In this paper, we first introduce the multivariate Gaussian distributions, including the Gaussian 
distribution of a random vector and the Gaussian distribution of a random matrix. Some basic 
properties of those Gaussian distributions are also investigated. We then introduce the tensor 
Gaussian distribution of a random matrix, and present some basic properties for tensor Gaussian 
distribution. 
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摘  要 

本文首先介绍一般多元高斯分布，包括随机向量高斯分布和随机矩阵高斯分布，研究了其基本性质，重

点引进随机张量高斯分布，并研究了随机张量高斯分布的基本性质。 
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1. 背景知识 

1.1. 高斯分布的背景知识 

正态分布由德国数学家和天文学家 Moivre 于 1733 年提出，因德国数学家高斯率先将其应用于天文

学研究，故又称高斯分布[1]。德国印有高斯头像的 10 马克钞票上还印有正态分布密度曲线。在高斯对数

学各分支的诸多贡献中，对人类文明影响最大的当属高斯分布理论。1812 年，法国数学家拉普拉斯指出

一个二项分布可用正态分布逼近，并将高斯分布与中心极限定理联系起来。1837 年，海根正式系统的提

出高斯分布理论。 
高斯分布大量的运用于统计学[2] [3]、经济学[4]、自然科学和社会科学[5]中，并用于自然界和人类

社会中出现的各类分布的近似。如一类人群的身高、动植物生长发育在不同时期的体重、一个较大群体

中个体的智力、记忆力和阅读技巧、工资收入分布、一个有 1000 多人构成的一个同一年级学生的考试成

绩分布等，都服从高斯分布；在诸如航天科学[6]、天文与地理[7]、光学和量子力学[8]等高尖端领域，同

样涉及到高斯分布。 

一个服从高斯分布的一元随机变量 x 对应的高斯分布密度函数(PDF)完全由其均值( µ )和方差( 2σ )
唯一确定。若随机变量 x 服从均值为 µ 、方差为 2σ 的正态分布，那么 x 的概率分布密度函数(PDF)为 

( ) ( )2

22

1 exp
22π

x
x

f x
µ

σσ

 −
= − 

  
                            (1.1) 

记为 ( )2~ ,x N µ σ 。若 20, 1µ σ= = ，则称 x 服从标准正态分布，记为 ( )0,1x N 。 
为了得到随机向量的高斯分布，我们令 ( )1, , p

pz z z R′= ∈ ，其中 ( )0,1jz N 独立同分布(i.i.d)由独立

性我们可以得到 z 的密度函数为 

( ) ( ) 2 12π exp
2

p
zf z z z−  ′= − 

 
                             (1.2) 

记为 ( )0,p pz N I ，并称 z 服从标准正态分布。为了得到随机向量的更一般的高斯分布，我们记随机

向量 ( )1 2, , , n
nx x x x R′= ∈ 的均值为 µ ，且记 x 的协方差矩阵 Σ (正定或半正定矩阵)的一个满秩分解为 

( ), ,p nR rank pτ τ τ τ×′Σ = ∈ =                              (1.3) 

若 x 与 y zµ τ ′= + 具有相同分布且 ( )0,p pz N I ，则称 nx R∈ 服从向量高斯分布，表示为

( ),nx N µ Σ 。若(1.3)中有 n p= ，那么 Σ为正定矩阵，可得 y 的密度函数[9] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 112π det exp
2

n
yf y y yµ µ− − − ′= ∑ − − ∑ −  

                 (1.4) 

若(1.3)中有 n p> 那么Σ为非满秩半正定矩阵，对应密度函数可通过矩阵广义逆给出[10]。 
进一步考虑随机矩阵 ( ) m n

ijY y R ×= ∈ ，即Y 的每个元均为随机变量。我们有 

定义 1.1.1 [9] 称一个随机矩阵 ( ) m n
ijZ z R ×= ∈ 服从矩阵标准正态分布，记为 ( ), 0, ,m n m nZ N I I ，若满

足以下两条： 
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( )0, , 1, 2, ,i m mZ N I i m∀ =


                               (1.5) 

( )0, , 1, 2, ,j n nZ N I j n∼ ∀ =


                              (1.6) 

其中 ,i jZ Z
 

分别表示矩阵 Z 的第 i 个行向量和第 j 个列向量。 
定义 1.1.2 [9] 设随机矩阵 ( ), 0, ,m n m nZ N I I 。令 m nRµ ×∈ ，且 

1 1 2 2 1 2, , ,m r n sR Rτ τ τ τ τ τ× ×′ ′Ξ = Σ = ∈ ∈                           (1.7) 

若Y 与 1 2X Zµ τ τ ′= + 有相同分布，则称矩阵Y 服从矩阵高斯分布，表示为 

( ), , ,m nY N µ Ξ Σ                                   (1.8) 

性质 1.1.1 [9] 设随机矩阵 ( ), , ,m nY N µ Ξ Σ ，其中 ,Ξ Σ都是正定矩阵。那么Y 的密度函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 T 1 112π det det exp
2

mn m n
Yf y y yµ µ− − − − − = Ξ Σ − − Ξ − Σ  

            (1.9) 

性质 1.1.2 [9] 设 m nY R ×∈ 为随机矩阵。那么 ( ), , ,m nY N µ Ξ Φ 当且仅当 

( ) ( ),mn v vvec Y N µ Σ                                (1.10) 

其中 ( ) ,v vvecµ µ= ∑ = Φ⊗Ξ是两个(半)正定矩阵的 Kronecker 积。 

证明：由于 ,Ξ Σ为正定或者半正定矩阵，那么 1 1 2 2,τ τ τ τ′ ′Ξ = Φ = ,其中 1 1,m r n sR Rτ τ× ×∈ ∈ 。令 

1 2Y Zµ τ τ ′= + ，其中 ( ), 0, ,r s r sZ N I I ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2 1vec Y vec vec Zµ τ τ= + ⊗ 。 

故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1E vec Y E vec E vec Z vecµ τ τ µ= + ⊗ =            

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1cov covvec Y vec Zτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ′ ′ ′ ′= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = Φ⊗Ξ        

为了引入张量高斯分布，我们下面来介绍有关张量的一些基本概念与记号。 

1.2. 张量的背景知识 

张量又称多维数组[11] [12]。一个 m n× 矩阵为 2 阶张量，一个 m阶张量具有 m 个方向(mode, m-way)，
记为 1 2 mI I IA R × × ×∈  。一个 3 阶张量 I J KX R × ×∈ 的几何表示如图 1。 

一个 0 阶张量为一个标量，一个 1 阶张量为向量，2 阶张量为一个矩阵，3 阶或更高阶张量通常称为

高阶张量。张量在元素表示上和矩阵相似，其下标个数与其阶数一致。如一个 3 阶张量 I J KX R × ×∈ 的第

( ), ,i j k 位置的元记为 ijkx 。 
本文通过引进三阶张量高斯分布，实现传统形式下的高斯分布的推广。运用高阶张量，简化随机矩

阵的特征函数、矩函数和密度函数等基本概念的表述。 
 

 

Figure 1. Third order tensor I J KX R × ×∈  
图 1. 3 阶张量 I J KX R × ×∈  

i= 1, …
, I

j = 1, …, J

https://doi.org/10.12677/aam.2017.68121


何玲玲 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2017.68121 1013 应用数学进展 
 

2. 预备知识 

2.1. 随机向量和随机矩阵的高斯分布 

定义 2.1.1 [9] (1)一个随机向量 nx R∈ 的特征函数为 ( ) ( )expx t E it xφ ′=   ，矩生成函数为 

( ) ( )expxm t E t x′=     

(2)一个随机矩阵 m nX R ×∈ 的特征函数为 ( ) ( )expX t E tr iT Xφ ′=    ，矩生成函数为 

( ) ( )expxm t E tr T X′=     

定义 2.1.2 [10] (1)设给定随机向量 mz R∈ ，其元素 ( ),1j jz N µ 独立同分布，那么 z 服从标准非中心

化向量高斯分布，记作 ( ),m mz N Iµ ，若 0µ = ，那么 z 称为标准中心向量高斯。 

(2) 若 ( )0,m mz N I ，有限的常数矩阵 n mR ×Φ∈ 满足 ( )1 rank m n≤ Φ = ≤ ，y z µ= Φ + 服从向量高斯分

布，记作 ( ),ny N µ Σ ，其中 ′Σ = ΦΦ ， ( )rank mΣ = 。 

定理 2.1.1 [10] (a)一个标准向量高斯分布 ( )20,mz N Iσ∼ 有特征函数 ( ) 2e t t
z tφ ′−= ，矩生成函数

( ) 2et t
zm t ′= ，均值 ( ) 0 mE z = ∈ℜ ，协方差矩阵 ( ) m mz Iν ×= ∈ℜ 。 

(b)一个向量高斯分布 ( ),mz N Iµ∼ 有特征函数 ( ) 2eit t t
z t µφ ′ ′−= ，矩生成函数 ( ) 2et t t

zm t µ′ ′+= ，均值

( ) mE z µ= ∈ℜ ，协方差矩阵 ( ) m mz Iν ×= ∈ℜ 。 

(c) ( ),ny N µ∼ Σ 的特征函数是 ( ) 2eit t t
y t µφ ′ ′− Σ= ，矩生成函数是 ( ) 2et t t

ym t µ′ ′+ Σ= 。 

定理 2.1.2 [10] 若 2 1 1 0y C y c= + ，其中 2 1
1

n nC R ×∈ ， 2
0

nc R∈ ， ( )
11 1 1,ny N µ∼ Σ 。则 

( )
22 1 1 0 1 1 1,ny N C c C Cµ ′∼ + Σ  

定理 2.1.3 设Y AXB C= + ，其中 X 为随机矩阵， , ,A B C 为适当大小矩阵。则 

( ) ( ) ( )expY XT A TB itr T Cφ φ ′ ′=                                (2.1) 

其中 ( )tr X 表示方阵 X 的迹(trace)， X ′表示矩阵 X 的转置。 
证明：由特征函数定义知 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( ) ( )

exp exp

exp exp exp

Y

X

T E tr iT AXB C E tr iT AXB tr iT C

E tr i A TB X itr T C A TB itr T C

φ

φ

 ′ ′ ′= + = +       
  ′′ ′ ′ ′ ′ ′= =           

 

定义 2.1.3 [9] 一个 n p× 矩阵Y 服从矩阵高斯分布，表为 ( ), , ,n pY N M Ξ Σ ，其中 

( ) ( )( )cov , covi icol Y vec row Y = Ξ = Σ      

定义 2.1.4 [10] 条件 ( ), , ,n pY N M Ξ Σ 等价于以下三条中的任意一条： 

(1) ( ) ( ) ,npvec Y N vec M Σ⊗Ξ   ； 

(2) ( ) ( ) ,npvec Y N vec M′ ′ Ξ ⊗Σ   ； 

(3) Y Z M′= Ψ Φ + ，其中 ( )1 1 1 1, 0, ,n p n pZ N I I ， 1, n nR ×′Ξ = ΨΨ Ψ∈ 。 

( ) ( )1
1 1, , ,p prank n R rank p×′Ψ = Σ = ΦΦ Φ∈ Φ =  

定理 2.1.4 [10] 
11 pT t t =   是任意 1 1n p× 的实矩阵， ( )1 1 1 1 1 1, 0, ,n p n p n pZ N I I× ∼ ， 
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{ } 11jk pz z z =   ， jkz 独立同分布，有 ( )0,1jkz N∼ ，那么 Z 的特征函数为 

( ) ( ){ } ( ); exp exp 2T Z E tr iT Z tr T Tφ ′ ′= = −        

定理 2.1.5 [10] 若 ( )1 1 1 1 1 1, 0, ,n p n p n pZ N I I× ∼ ，常数矩阵 1n nR ×Ψ∈ ， 1p pR ×Φ∈ ， n pM R ×∈ 则 

( ) ( ), , ,n pY Z M S N M′= Ψ Φ + ∼ Ξ Σ 的特征函数为 

( ) ( ) ( )exp exp 2Y T itr T M tr T Tφ ′ ′= − Ξ Σ        

其中 ,′ ′Ξ = ΨΨ Σ = ΦΦ  

定理 2.1.6 [10] 若 ( ) ( )
1 1, , ,n pX S N M∼ Ξ Σ ， 1 10, 0,n n p p n pA R B R C R× × ×∈ ≠ ∈ ≠ ∈ 是常数矩阵，那么 

( ), , ,n pY AXB C N AMB C A A B B′ ′= + ∼ + Ξ Σ                         (2.2) 

证明：由定理 2.1.1 可知 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( )
( ) ( )

exp exp 2

exp exp 2

exp exp 2

exp exp 2

Y T itr T M tr T T

itr T M tr T T

itr T M tr T T

itr T M tr T T

φ  ′′ ′ ′= − Ψ Φ Ψ Φ     
′ ′ ′ ′= − Φ ΨΨ Φ  
′ ′ ′ ′= − ΨΨ ΦΦ      
′ ′= − Ξ Σ      

 

2.2. 张量的预备知识 

定义 2.2.1 [11] (张量的切片)切片是张量的降维表示。图 2 给出了一个 3 阶张量 I J KX × ×∈ 的三种不

同方向上的切片方式，即水平切片(horizontal 切片)、左右切片(lateral 切片)和前后切片(frontal 切片)。类似

矩阵 A 的第 i 行的表示法 ( ),:A i 和第 j 列表示法 ( ):,A j ，我们用 ( ):, ,:, ,:, ,:
k

X i  表示 m 阶张量 X 的模-k 方

向的第 i 个切片，如 ( ),:,:X i 表示 3 阶张量 X 模-1 方向的第 i ， 1, ,i I=  个切片， ( ):, ,:X j 表示 lateral 切

片(模-2 方向)的第 j ， 1, ,j J=  个切片， ( ):,:,X k 表示 frontal 切片(模-3 方向)的第 k ， 1, ,k K=  个切片。 

类似于矩阵向量化，张量同样可进行矩阵化及向量化。下面我们来定义张量的矩阵化。 
定义 2.2.2 [12] 把一个 3 阶张量沿某方向的切片按一定顺序排成矩阵形式的过程称为张量的矩阵化

(matricization)。 

一个 3 阶张量有 3 个不同方向的切片，因此有 3 种形式的矩阵化，如一个 2 × 3 × 4 张量的模-1 方向

切片形成 2 × 12 的矩阵，同理它在模-2 方向和模-3 方向切片得到 3 × 8 和 4 × 6 矩阵。记张量 X 沿模- i 方

向展开得到的矩阵为 ( )iX 。 
例 2.2.1 设 3 阶张量 3 3 2A × ×∈ 如图 3 所示。 
则其在模-1、模-2、模-3 方向上矩阵化后得到的矩阵分别为 

( )1

1 2 3 10 11 12
4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

 
 =  
  

A , ( )2

1 4 7 10 13 16
2 5 8 11 14 17
3 6 9 12 15 18

 
 =  
  

A ,  

( )3

1 4 7 2 5 8 3 6 9
10 13 16 11 14 17 12 15 18
 

=  
 

A . 

定义 2.2.3 [12]  大小 1 2 mI I I× × × 的张量 1 2 mI I IX R × × ×∈  与矩阵 nJ IR ×∈U 沿模-n 的乘积为大小

1 1 1n n mI I J I I− +× × × × × ×  的张量 1 1 1n n mI I J I I
nY X R − +× × × × × ×= × ∈U   ，其元定义为 
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(a) horizontal 切片                    (b) lateral 切片                       (c) frontal 切片 

Figure 2. Slice of the third order tensor in three different directions 
图 2. 3 阶张量在 3 个不同方向上的切片 

 

 
Figure 3. An 3 × 3 × 2 tensor A 
图 3. 一个 3 × 3 × 2 张量 A 

 

1 1 1 1
1

n

n n m n m n
n

I

i i ji i i i i ji
i

Y x u
− +

=

= ∑
   

                              (2.3) 

定理 2.2.1 [12] 张量 X 与矩阵U 在模- n 方向的乘积的模- n 的矩阵化等价于矩阵U 与张量 X 在模- n
方向矩阵化后的乘积，即 

( ) ( )n n nY X U Y UX= × ⇔ =                                (2.4) 

定理 2.2.2. [12] 若 1 , ,N n n m mI I J I J IX R A R B R× × × ×∈ ∈ ∈ ，则有 

n m m nX A B X B A× × = × ×                               (2.5) 

3. 随机张量的高斯分布 

我们可将定理 2.1.6 改为张量的形式。若 ( )
1 1 1 11 , ,1 , ,n p n pX N M× × ∼ Ξ Σ ，常数矩阵 1n nR ×Ψ∈ ， 1p pR ×Φ∈ ，

1n pM R × ×∈ 则 ( ) ( )1 2 , 1 2 , ,n pY X A B C S N M A B C A A B B′ ′= × × + ∼ × × + Ξ Σ 。 

为了将定理 2.1.6 推广到三阶张量的一般情况, 我们从随机矩阵的高斯分布出发定义随机张量的高斯

分布，并将定理 2.1.6 中的结论推广到三阶张量。 

定义 3.1.称 ( ) 1
1 2

m
m

I I
i i ia R × ×Α = ∈ 



为随机张量，如果每一个
1 2 mi i ia


都是随机变量。 

定义 3.2.称一个三阶随机张量 ( ) m n p
ijka R × ×Α = ∈ 服从高斯分布，记作 

( ), , 1 2 3, , ,m n pNΑ Μ Σ Σ Σ                                (3.1) 

若满足以下三个条件 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

13 14 15

16 17 18
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( ) ( )( )11 1 ,mj jNΑ Μ Σ , ( ) ( )( )22 2 ,nj jNΑ Μ Σ , ( ) ( )( )33 3 ,pj jNΑ Μ Σ  

其中 m n pR × ×Μ∈ 表示均值张量， iΣ 表示张量Α沿第 i 个方向展开的矩阵的任意一列的协方差矩阵。 
定义 3.3 .如果(3.1)中的 1 2 30, , ,m n pI I IΜ = Σ = Σ = Σ = ，那么 ( ), , 0, , ,m n p m n pN I I IΑ  称作标准高斯张量。 

定理 3.1 对于三阶张量 ( ) m n p
ijka R × ×Α = ∈ ，若 ( ), , 1 2 3, , ,m n pNΑ Μ Σ Σ Σ ，当且仅当 

( ) ( )( ), 1 3 21 1 , ,m npNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ                              (3.2) 

( ) ( )( ), 2 3 12 2 , ,n mpNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ                              (3.3) 

( ) ( )( ), 3 2 13 3 , ,p mnNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ                              (3.4) 

证明：设水平切片(模-1 方向)的第 i 个切片为矩阵 B ，左右切片(模-2 方向)的第 j 个切片为矩阵C ，

前后切片(模-3 方向)的第 k 个切片为矩阵 D 。 
由于 ( )( ), 3 2,:,: , ,p nB N iΜ Σ Σ , ( )( ), 1 3:, ,: , ,m pC N jΜ Σ Σ , ( )( ), 1 2:,:, , ,m nD N kΜ Σ Σ  

则 ( ) ( )( ) 3 2,:,: ,mpvec B N vec j ′ Μ Σ ⊗Σ  ， ( ) ( )( ) 3 1:, ,: ,mpvec C N vec j Μ Σ ⊗Σ  ， 

( ) ( )( ) 2 1:,:, ,mpvec D N vec j Μ Σ ⊗Σ   

故 ( ) ( )( ), 1 3 21 1 , ,m npNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ ， ( ) ( )( ), 2 3 12 2 , ,n mpNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ ， ( ) ( )( ), 3 2 13 3 , ,p mnNΑ Μ Σ Σ ⊗Σ  

推论 3.1.对于三阶张量 m n pR × ×Α∈ ，若 ( ), , 1 2 3, , ,m n pNΑ Μ Σ Σ Σ ，则 

(1) ( )( ) ( )( )( )3 2 11 1 ,mnpvec N vecΑ Μ Σ ⊗Σ ⊗Σ   

(2) ( )( ) ( )( )( )3 1 22 2 ,nmpvec N vecΑ Μ Σ ⊗Σ ⊗Σ   

(3) ( )( ) ( )( )( )2 1 33 3 ,pmnvec N vecΑ Μ Σ ⊗Σ ⊗Σ  

证明：利用定义 4 即可 

定理 3.2 .若 ( )
1 1 1, , 1 2 3, , ,m n pN MΑ Σ Σ Σ ，矩阵 1

1
m mT R ×∈ ， 1

2
n nT R ×∈ ， 1

3
p pT R ×∈ ， m n pU R × ×∈ ，那么 

( )1 1 2 2 3 3 , , 1 1 2 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,m n pT T T U N T T T U T T T T T T′ ′ ′Β = Α× × × + Α× × × + Σ Σ Σ           (3.5) 

证明：由于 1 1 2 2 3 3T T T UΒ = Α× × × + ，则 ( ) ( )( ) ( )1 2 2 3 31 11
T T T UΒ = Α× × +  

令 2 2 3 3T TΛ = Α× × ，则 ( ) ( ) ( )3 21 1 T T ′Λ = Α ⊗ ，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 21 1 1T T T U′Β = Α ⊗ +  

由定理 2.1.6 可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 3 2 , 1 3 2 1 1 1 3 2 3 2 3 21 1 1 1 1 , ,m npT T T U N T M T T U T T T T T T ′ ′ ′′Β = Α ⊗ + ⊗ + Σ ⊗ Σ ⊗Σ ⊗ 
 

  

由于 ( ) ( ) ( )( )1 3 2 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 31 1
T M T T T M T T M T T T′⊗ = × × ⇔ × × ×  

( )( )( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2 3 3 3 2 2 2T T T T T T T T′ ′ ′⊗ Σ ⊗Σ ⊗ = Σ ⊗ Σ  

故 ( )1 1 2 2 3 3 , , 1 1 2 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,m n pT T T U N T T T U T T T T T T′ ′ ′Β = Α× × × + Α× × × + Σ Σ Σ  
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