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Abstract 
This paper discusses the numerical method for the higher order nonlinear differential equation 
with nonlocal boundary value problem. By constructing the reproducing kernel space which satis-
fies the nonlocal boundary value conditions, the simple reproducing kernel numerical approx-
imate method is established. Convergence of approximate solution and its derivatives is proved, 
respectively. 
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摘  要 

本文讨论高阶非线性微分方程非局部边值问题的数值方法。通过建立满足非局部边值条件的再生核空间，

获得简单易行的再生核数值解法。证明近似解及其导数的收敛性。 
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1. 引言 

微分方程非局部边值问题广泛的出现在振动问题、生命科学、化学反应扩散、人口动力学等科学和

工程领域之中。在文献[1] [2] [3]中，作者讨论了微分方程非局部边值问题解的存在性和唯一性的问题。

本文将讨论如下高阶非线性微分方程非局部边值问题 
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的数值解法，其中 a x b< < ，1 1k n≤ ≤ − ， 1 2 1km m m n+ + + = − ， ijb 是实数，1 ji m≤ ≤ ，1 j k≤ ≤ ，

1 2 1 2k k ka x x x x x b+ +< < < < < < < 。 

将上面方程中的非局部边值条件齐次化，可以将方程转化成如下的形式 
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通过建立包含非局部边值条件的再生核空间，在空间中构造方程(1)的近似解，证明近似解一致收敛

于方程精确解，近似解的导数一致收敛于方程精确解的导数。 

2. 再生核空间 

定义 1 [ ] ( ){ ( ) ( )1, nnW a b y x y x−= 是绝对连续实值函数， ( ) ( ) [ ]}2 ,ny x L a b∈ 。 

[ ],nW a b 是再生核空间 (证明参见文献 [4])，对任意 ( ) ( ) [ ], ,ny x z x W a b∈ ，内积和范数分别为

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

,
0

, dn

n bi i n n
W a b a

i
y z y a z a y x z x x

−

=

= +∑ ∫ ， [ ] [ ], ,,n nW a b W a by y y= 。 

定义 2 [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }11
1 2, , , 0, 0in n

j k kW a b y y W a b y x y x y x−
+ += ∈ = − = 。 

[ ]1 ,nW a b 是 [ ],nW a b 的闭子空间(证明参见文献[4])， [ ]1 ,nW a b 是再生核空间。设 [ ]1 ,nW a b 的再生核

函数为 ( ),K x t  (具体表达式的确定参见文献[4])。 

定义 3 [ ] ( ){ ( ),W a b y x y x= 是绝对连续实值函数， ( ) [ ]}2 ,y x L a b′ ∈ 。 

[ ],W a b 是再生核空间，对任意的 ( ) ( ) [ ], ,y x z x W a b∈ ，内积和范数分别为 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ),, d
b

W a b a
y z y a z b y x z x x′ ′= + ∫ , [ ] [ ], ,,W a b W a by y y= . 
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设 [ ],W a b 的再生核函数为 ( ),R x t  (具体表达式的确定参见文献[4])。 

3. 近似解的构造 

定义线性算子T ： [ ] [ ]1 , ,nW a b W a b→ 。 

对任意 ( ) [ ]1 ,ny x W a b∈ ，令 ( ) ( ) ( )nTy x y x= ，则方程(1)转化成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , nTy x F x y x y x y x−′=  ,                           (2) 

其中， ( ) [ ]1 ,ny x W a b∈ ，当 ( ) [ ]1 ,ny y x W a b= ∈ 时， ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1, , , , ,nF x y x y x y x W a b−′ ∈ 。 

引理 1 T ： [ ] [ ]1 , ,nW a b W a b→ 是有界线性算子。 

设{ } 1i i
x ∞

=
是 [ ],a b 上的稠密子集。 

令 ( ) ( ),i ix R x xϕ = ， ( ) ( )i ix T xϕ∗Ψ = ，其中，T ∗是T 的共轭算子。 
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在 [ ],a b 上稠密，则 ( ){ } 1i i

x
∞

=
Ψ 是 [ ]1 ,nW a b 上的完全系。 

证明 由 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
[ ]

( ) ( ) [ ] ( )
1

1

* *

,

,

, ,

, , ,

n

n

i i i W a b

i W a b

x T x T t K t x

t TK t x TK t x

ϕ ϕ

ϕ

Ψ = =

= =
, 

有 ( ) [ ]1 ,n
i x W a bΨ ∈ 。 

令 ( ) ( ) [ ]1 ,
, 0, 1, 2,ni W a b

y x x iΨ = = ，其中 ( ) [ ]1 ,ny x W a b∈ ，即得 
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在 [ ],a b 上稠密，故 ( ) 0Ty x = 。由 1T − 的存在性可知 ( ) 0y x ≡ ，定理得证。 
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Ψ = Ψ =∑ ，其中， ikβ 是正交化系数。 

定理 1 假设{ } 1i i
x ∞

=
在 [ ],a b 上稠密，如果 ( ) [ ]1 ,ny x W a b∈ 是方程(2)的解，则 
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其中， ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , , , 1, 2,n
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定理 1 给出了方程(2)精确解的表达式。 
通过截断式(3)中给定的级数，得到方程(2)的近似解 

( ) ( )
1 1

n i

n ik k k
i k

y x xβ α
= =

= Ψ∑∑ ,                                (4) 

显然， ( ) ( ) [ ]1 ,
0,nn W a b

y x y x n− → →∞。 

定理 2 假设方程(2)的解存在唯一， ( )y x 是方程(2)的解， ( )ny x 是方程的近似解由式(4)给出，则 
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证明 注意到 ( ) ( ) [ ]1 ,
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所以 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,i i
n C

y x y x n− → →∞，这里 1 2,C C  是常数， 1,2, ,i n=  。 

4. 数值算法 

下面将给出方程(2)的近似解 ( )ny x 的求解方法。 
令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
1

1 2
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, , , , , ,
n

n
n k k k k k

i
f F x y x y x y xα α α α−

=
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若可以获得 ( )1,2, ,k k nα =  ，使得 ( )1 2, , , nf α α α 取得最小值，则可以由式(4)获得方程(2)的近似解

( )ny x 。 
下面给出获得 ( )ny x 的数值程序。为了获得 ( )ny x ，只需要确定 ( )1,2, ,k k nα =  即可。 
Step1：取初值 ( )0 1, 2, ,k k nα =  ； 

Step2：计算 ( ) ( )0 0
1 1

n i

n ik n k
i k

y x xβ α
= =

= Ψ∑∑ ； 
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Step3：计算 ( )10 20 0, , , nf α α α ； 

Step4：如果 ( )10 20 0, , , nf α α α ε<  ( ε 是充分小的正数)，则计算终止；否则，计算 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1, , , , , 1, 2, ,n

k k n k n k n kF x y x y x y x k nα −′= =  ; 

Step5：计算 ( )11 21 1, , , nf α α α ； 

Step6：如果 ( ) ( )11 21 1 10 20 0, , , , , ,n nf fα α α α α α<  ，则用 1kα 代替 0kα ，计算 

( ) ( )1 1
1 1

n i

n ik n k
i k

y x xβ α
= =

= Ψ∑∑ , 

否则，放弃 1kα 。取 0kα 作为初值， ( )1 2, , , nf α α α 的最小值点即是新的 1kα ，用 1kα 代替 0kα 并且返

回到 Step2。 
类似上面的步骤，寻找 kα 直到获得 ( )1,2, ,kp k nα =  ，使得 ( )1 2, , ,p p npf α α α ε< ，则方程(2)的近似

解可以由下式得到 

( ) ( )
1 1

n i

np ik np k
i k

y x xβ α
= =

= Ψ∑∑ .                               (5) 

5. 结论 

文中通过构造包含方程非局部边值条件的再生核空间，获得了一类高阶非线性微分方程非局部边值

问题的精确解和近似解，证明了方程近似解及其导数的一致收敛性。该方法可以进一步推广到其他非线

性微分方程非局部边值问题的求解。 
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