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Abstract 
In this paper, the consensus problem of high-order multi-agent system with delay is considered. 
Via constructing Lyapunov function, the result of high-order multi-agent system consensus is ob-
tained when the delay is smaller than a certain value. Finally, a numerical simulation is used to 
verify our main result. 
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摘  要 

本文首先通过将高阶多智能体系统的一致性问题转化为 N 1− 阶线性时滞系统的稳定性，借助于

Lyapunov函数方法，获得了时滞τ 小于某个定值时、系统可达成一致性的结果，最后利用数值仿真验证

本文的结果。 
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1. 引言 

单个智能体已很难适应越来越复杂的任务，而多智能体系统则可以通过多个智能体的信息交互

与合作，解决较为复杂的任务。目前，多智能体系统被广泛应用于无人机编队、自主水下航行器、

网络同步、水雷布阵等各个领域，吸引了众多学者的关注。一致性是指随着时间的演化，一个多智

能体系统中所有的智能体的某个或者某些状态趋于一致，是多智能体实现协同合作、完成共同任务

的基础[1] [2]。 
多智能体一致性问题大多是在一阶和二阶系统中进行的[3] [4] [5] [6] [7]，但在某些特定环境下，研

究高阶多智能体系统的一致性却更有现实意义。例如，当鸟群在飞行时，如果其中一个个体突然察觉到

危险或食物，在这种环境下，鸟群如要快速达成共识，不仅需要它们的相对位置和速度，而且也需要了

解它们的加速度[8]。为此，Ren 等在文[8]中提出了如下描述高阶多智能体系统模型并研究了该系统的一

致性问题。 
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其中， ( )iu t 是控制输入，满足 
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这里 0c > 是外部耦合强度， kα 是内部耦合强度， ( )ij N N
G G

×
= 是关联矩阵，因此我们可以定义该系

统的图结构 ( ), ,Gε= Ξ ，其中， ( )1 2, , , Nξ ξ ξ= Ξ ， ε ⊆ ×Ξ Ξ， ( )ij N N
G G

×
= ，随后，虞文武等[9]也研

究了上述高阶多智能体系统，并给出了其达成一致性的充要条件。 
在实际应用中获取相对位置信息的难度远比获取相对速度信息的难度低，考虑到避免无法获取速度

信息的影响，虞文武等[10]等在控制输入函数中引入了时滞。事实上，时滞的不可避免，通常多智能体

系统总要收到处理时间延迟和信息交互时间延迟的影响[11]，因此研究时滞高阶多智能体系统的一致性

问题，非常有现实意义。本文主要研究具有如下含有时滞的 m 阶多智能体系统。 
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其中，控制输入函数 ( )iu t 如式(2)所示，τ 表示处理延迟。 

受文[9]的启发，本文首先通过将系统(3)的一致性问题转化为 1N − 的线性时滞系统的稳定性，再通

过构造 Lyapunov 泛函[12]，获得了在处理延迟τ 小于某个定值时，系统(3)可达成一致性的结果。最后用

数值仿真给出了满足本文条件时，3 个智能体构成的高阶智能体系统可以达成一致性。 
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2. 预备知识及引理 

为了研究系统(3)的一致性，首先引入如下一致性的定义[2]。 

定义 1：称多智能体系统(3)达成 m 阶一致性，若对任意初始条件，系统(3)的解 ( ){ } ( )
1

1, 2, ,
Nk

i i
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=
= 
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为了研究系统(3)的一致性，类似于文[9]定义 Laplace 矩阵 ( )ij N N
L L

×
= 为

1,

N

ii ij
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此时控制输入(2)可以表示成如下形式 
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由于 L 是一个主对角占优的实对称 Laplace 矩阵，记 N 个特征值为 1 2, , , Nλ λ λ ，则有 

1 20 Nλ λ λ= ≤ ≤ ≤ 。令 ( ) ( ) ( )( )T1 , , m
i i it t tη ξ ξ=  ， 

1 2

0 0 00 1 0

, ,
0 0 00 0 1

0 0 0 m

C D

α α α

  
  
  = =
  
  

   



      





 

则可将系统(3)转化为 
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其中， ( ) m
i tη ∈ 是状态向量。再令 ( )TT T T

1 1, , , Nη η η η=  ，则系统(5)可写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).Nt I C t c L D tη η η τ= ⊗ − ⊗ −                              (6) 

由于 L 是 Laplace 矩阵，故存在酉矩阵 P  [13]，使得 ( )T
1 2, , , NP LP diag λ λ λ= Λ =  。因此可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ).Nt I C t c D tζ ζ ζ τ= ⊗ − Λ⊗ −                              (7) 

或者 

( ) ( ) ( ) , 1, 2, , .i i i it C t c D t i Nζ ζ λ ζ τ= − − =

                            (8) 

由定义 1 和上述系统转化过程，类似于文[2]定理 4.2 的证明可得如下引理。 
引理 1：是连通图，则(3)达成一致性的充分必要条件是系统(8)的解 ( )i tζ 满足 

( )lim 0, 2, , .it
t i Nζ

→∞
= = 

                                   (9) 

3. 主要结果 

下面给出本文的主要结果。 
定理 1：若矩阵 iC c Dλ−  ( 2,3, ,i N=  )的特征多项式均满足 Routh-Hurtiwz 判据，则当时滞τ 满足
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00 τ τ< ≤ 时，系统(3)可达成一致性，这里 ( )0 2min 0
2

i
i N

i i

p
C c D c D

τ
λ λ≤ ≤

  = > 
+  

， ip 为矩阵 iC c Dλ−  

( 2,3, ,i N=  )的特征值的最小模。 
证明：由引理 1 可知，只需证明系统(8)的解 ( )i tζ 满足(9)。为此，定义 Lyapunov 函数如下：

( ) T , , nv X X X X= ∈ ，显然， ( )v X 为 n


上的正定函数。对任意 0α > 定义 

( ){ }| .v X v Xα α= ≤  

下面分三步证明系统(8)的解 ( )i tζ 满足(9)。 
第一步：证明对任意 0, 0α τ> > ，都存在 ( ), 0i iδ δ α τ >

，当 ( ) ( ) [ ], , ,0i it tζ δ α τ τ< ∈ − 时，系统(8)

的解 ( )i tζ 在 [ ],τ τ− 上满足 

( ) , 2,3, , .i t v i Nαζ ∈ = 
                                (10) 

事实上，对任意 0, 0α τ> > ，取 ( ) ( )1 1 21 e 0C
i ic D τδ λ τ α

− −= + > ，则当 ( ) ( ) [ ], , ,0i it tζ δ α τ τ< ∈ − 时，

对任意的 [ ]0,t τ∈ ，系统(8)两边从 0 到 t 积分可得 
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因此(10)成立。 
第二步：证明当 2t s tτ− ≤ ≤ 时，存在 0α > 使得 ( ) ( ),i it v s vα αζ ζ∈∂ ∈ ，则对任意 0ε > 都存在 0iτ > ，

当 iτ τ< 时，系统(8)的解 ( )i tζ 满足 

( ) ( ) ( ) , 2,3, , .i i it t t i Nζ ζ τ ε ζ− − < =                              (11) 
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故对任意的 0ε > ，取 ( ) 1
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即得(11)成立。 

第三步：由第一步和第二步的结果可得，函数 ( )v X 沿系统(8)的轨线的全导数为 
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因此，当 ( )2 0i ic D pε λ − < 时，对任意的 00 τ τ< ≤ 和 2,3, ,i N=  ，都有 

( )( ) ( ) 2d
d

i
i

v t
t

t
ζ

γ ζ≤ −  

成立，这里 2 0i ip c Dγ ε λ− >
。这意味着系统(8)的解 ( )i tζ 满足(9)。定理得证。 

4. 数值模拟 
因为系统(6)的零解是渐近稳定性的当且仅当系统(3)可达成一致性。因此，这里对系统(6)的零解的渐

近稳定性行为进行模拟，为此在系统(6)中取
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容

易计算 Laplace 矩阵 L 的非零特征根为 1 和 2，且 iC c Dλ− 分别为C D− 和 2C D− 满足 Routh-Hurwitz 判

据。且容易计算 ( ) ( )2 2, 1,1 2pλ = ，( ) ( )3 3, 2,1pλ = ， ( )0 2 3
1 1 1min min ,
3 4 42

i
i

i i

p
C c D c D

τ
λ λ≤ ≤

    = = =   
+    

。 

取时滞 1 4τ = ，则由定理 1 可得系统(3)可达一致性。系统 8)的解满足(9)，如图 1 所示。 

但在相同的初值条件下，如果时滞τ 比
1
4
大，例如

2
3

τ = ，系统(3)不能达到一致性，即系统(8)的解 ( )i tζ

不满足(9) (见图 2)。 

当时滞
1
3

τ = 时，数值模拟显示，系统(3)仍可达到一致性，这说明定理 1 仅为系统(3)达到一致性的充

分条件。但在
1 0.07375
3

τ = + 时数值模拟显示，系统(3)不能达到一致性。通过多次数值模型，我们猜测在

1 10.0737, 0.07375
3 3

 + + 
 

之间会存在一个能够使得系统(3)达到一致性的临界时滞，甚至在该临界时滞附 

 

 
(a) 特征值

2 1λ = ，初值为 ( ) ( )21 22 23, , 2,1,3ζ ζ ζ = 时系统(8)的解的图像 (b) 特征值
3 2λ = ，初值为 ( ) ( )31 32 33, , 1, 2,3ζ ζ ζ = 时系统(8)的解的图像 

Figure 1. The trajectories of system (8) when 1
4

τ =  

图 1. 1
4

τ = 时系统(8)的解的图像 
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(c) 特征值

2 1λ = ，初值为 ( ) ( )21 22 23, , 2,1,3ζ ζ ζ = 时系统(8)的解的图像 (d) 特征值
3 2λ = ，初值为 ( ) ( )31 32 33, , 1, 2,3ζ ζ ζ = 时系统(8)的解的图像 

Figure 2. The trajectories of system (8) when 2
3

τ =  

图 2. 2
3

τ = 时系统(8)的解的图像 

 

近系统会出现 Hopf 分支最终导致周期解的出现，但目前我们还不能从理论上给予证明，这也是下一步我

们要进行的工作。 
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