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Abstract 
The Galerkin finite element method for the diffusion of water contamination is analyzed. The time 
variable is discretized by backward Euler method. Finally, we did numerical simulations with a 
concrete example. 
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摘  要 

分析了浅水流动中的水污染扩散问题的Galerkin有限元方法，对于时间变量用向后Euler法进行离散。最

后通过具体例子进行了数值模拟。 
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1. 引言 

浅水流中的污染物扩散问题有比较重要的实用价值。在相对较浅的自由表面流动中，水平速度为主

要分量，问题可以适当的近似为二维问题。Navier-Stokes 方程是流体力学中的基本方程，因此可当该方

程为出发点，应用沿深度积分的方法可得到浅水流方程[1]。浅水流作为污染物运输的载体，可以写出一

种污染物扩散问题的方程[1]： 

( ) ( ) ( ) )( )(1 2
1 2 , , , 0, .

HC HU C HU C C CHk Hk Q x y D t I T
t x y x x y y

∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ + + = + + ∈ ∈ =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
         (1) 

其中 C 为污染物浓度；Q 为源项； 1k 、 2k 分别为 x、y 方向的扩散系数；H 为水深； 1U 、 2U 分别为流速

在 x、y 方向的分量。水深与流速可由浅水流方程确定，本文的数值例子中将它们预先给出。 
利用深度平均的连续守恒方程 

( ) ( )1 2 0,
HU HUH

t x y
∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 

将(1)式进一步改写成 

)(( ) 0, , , .CH HU C HK C Q x y D t I
t

∂
+ ⋅∇ −∇ ⋅ ∇ + = ∈ ∈

∂
 

其中 ( )T
1 2,U U U= ， ( )1 2,K diag k k= 。 

王焕焕和冯新龙[2]分析了水污染扩散问题的两种有限差分格式，证明了其相容性、稳定性与收敛性。

王焕[3]研究了该问题的特征有限元方法，得到了 1H 误差和 2L 误差估计。 
为简便，本文中以图 1 所示的河的示意图为例，假设河内没有污染源。令扩散系数 1 2k k k= =  (常数)。

假设 2C 与边界中的污染源充分远，可认为污染物浓度在研究的时间段内为零， 1C 是河岸。因此问题可写成 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
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C x y t t I
n

C x y t t I

∂ + ⋅∇ −∇ ⋅ ∇ = ∈ ∈ ∂
= ∈

 ∂
= ∈

∂


= ∈
，

 

2. 向后 Euler-Galerkin 有限元形式 

本文使用下列空间，对于非负整数 m和实数 [ ]1,k∈ ∞ ，定义 

( ) ( ) ( ){ }, , .m r r rW D u L D u L D mα α= ∈ ∂ ∈ ≤ [4] 
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Figure 1. Diagram of the river 
图 1. 河的形状示意图 

 

在此空间上定义范数如下： 
1

, , d , 1 ,
r

r

m r D
m

u u x rα

α ≤

 
= ∂ ≤ < ∞  
 
∑  

当 2r = 时，记 ( ),m rW D 为 mH ，相应的范数为
m⋅ 。 

现在推导(2)~(5)的变分形式。记 { }
2

1 1
0 ; 0CH v H v= ∈ = ，用函数 ( ) 1

0,v x y H∈ 与方程(2)的两端做内积 

( ) ( )( ), , , 0, .CH v HU C v Hk C v t I
t

∂  + ⋅∇ − ∇ ⋅ ∇ = ∈ ∂ 
 

因此(2)~(5)的变分形式为：求 ( ) 1
0:C t I H→ ，使得 

( )

( ) ( )

1
0

0

, , 0, , ,

0 , .

CH v A C v v H t I
t

C C x y

 ∂  + = ∀ ∈ ∈ ∂ 
 =

                             (6) 

其中 ( ),A ⋅ ⋅ 为下式所定义的双线性形式 

( ) ( ) 1
0, d d , , .

D
A u v v Hk C HvU C x y u v H= − ∇ ⋅ ∇ + ⋅∇ ∀ ∈  ∫  

( ),A ⋅ ⋅ 利用 Green 公式及(4)、(5)式可简化成 

( ) [ ], d d .
D

A C v Hk C v HvU C x y= ∇ ⋅∇ + ⋅∇∫  

设 { }hT τ= 为 D 上的拟均匀剖分，网格参数 0h h≤ ，选取的有限元空间为 

( ) ( ){ }1
0 , , .h r hV v v H D v P T

τ
τ τ= ∈ ∈ ∀ ∈  

因此对于问题(2)~(5)的 Galerkin 有限元形式是：求 ( ) :h hC t I V→ ，使得 

( )

( ) 0

, , 0, , ,

0 .

h
h h h h h

h h

CH v A C v v V t I
t

C C

 ∂  + = ∀ ∈ ∈ ∂ 
 =

                           (7) 

其中 0h hC V∈ 是 0C 的某个近似。 
现设 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , , , ,Nx y x y x yφ φ φ 为空间 hV 的基底，将未知函数 hC 表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , .
N

h i i
i

C x y t c t x y x y Dφ
=

= ∈∑  
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并在(7)中取 ( ), , 1, 2, ,h jv x y j Nφ= =  ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
0

d
, , , 0, 1, 2, , ,

d
0 ,

N N
i

i j i i j i j
i i

i i

c t
H c t Hk HU j N t I

t
c c

φ φ φ φ φ φ
= =

  + ∇ ∇ + ⋅∇ = = ∈  
 =

∑ ∑ 

            (8) 

其中 0
ic 为 0hC 按基函数 ( ){ },i x yφ 展开的系数。 

引进矩阵和向量记号： ( )ij N N
M m

×
= ， ( )ij N N

A a
×

= ， ( )T
1 2, , , Nc c c c=  ，其中 

( ), d dij i j i jD
m H H x yφ φ φ φ= = ∫ ， ( ) ( ), ,ij i j i ja Hk HUφ φ φ φ= ∇ ∇ + ⋅∇ 。记 M 为质量矩阵，A 为刚度矩阵。借助

上述记号，可将(8)改写成 

( ) ( )T0 0 0 0
1 2

d 0, ,
d

0 , , , .N

cM Ac t I
t

c c c c c

 + = ∈

 = = 

 

如果再对时间变量用有限元离散会使计算量有成量级的增加。因此在时间 nt t= 上我们采用向后Euler
差商，从而得到的全离散格式为 

( )

1

T0 0 0 0
1 2

0,

, , , .

n n
n

N

c cM Ac
t

c c c c

−  −
+ =   ∆ 


= 

                                (9) 

其中 t∆ 为时间步长。 
根据文献[4]可知，当有限元形式(7)中的初值 0hC 满足条件 

( )0 0 0
r

h rC C h Cα α− ≤ 为常数  

时，相应的近似解 ( )hC t 与变分形式(6)的真解 ( )C t 之间的误差估计为 

( ) ( ) ( ){ }0 0
d .

tr
h tC t C t h C C s sα− ≤ + ∫  

易知全离散格式(9)对时间 t 是一阶精度的。 

3. 数值实验 

针对图 1 所示的河，考虑初边值问题(2)~(5)的数值计算。设 ( )0 m/s, 0 m/sU ≈ 、k = 15 m2/s，初始条件为 

( )
3

0
200 g m , 0, 0,

,
0,

x y
C x y

 = == 
 其他

 

为计算简便，将水深函数 ( )( ), 0 300, : mH x y y≤ ≤ 单位 取为 

( )

2, 0 200;
4, 200 400;

,
6, 400 600;
8, 600 800;

x
x

H x y
x
x

≤ ≤
 ≤ ≤=  ≤ ≤
 ≤ ≤

 

x 轴方向 20 等分，y 轴方向 15 等分便得到矩形单元，这里有限元空间取为 

( ) ( ){ }1
0 1, , .h hV v v H v P T

τ
τ τ= ∈ Ω ∈ ∀ ∈
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(a) t = 100 s                                            (b) t = 500 s 

 
(c) t = 1000 s                                          (d) t = 2000 s 

Figure 2. Distribution of the concentration of pollutants in the river with time 
图 2. 河中污染物浓度随时间变化的分布情况 

 

取时间步长 0.1st∆ = ，用全离散格式(9)进行计算，就可以得到数值解。图 2(a)~图 2(d)给出了当时间 
t =100 s；t = 500 s；t = 1000 s；t = 2000 s 时河中污染物浓度分布情况，图中的高度表示浓度大小。 

4. 结论 

本文中推导出了水污染扩散问题的向后 Euler-Galerkin 方法。通过数值模拟的结果看到效果是较好的。 
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