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Abstract 
The finite dynamic game process can be transformed into the optimal control problem of mul-
ti-valued logic control networks given the strategy of some players. In this paper, we study the fi-
nite dynamic game problem of single input and output. The paper uses the method of matrix half 
tensor product to derive the algebraic expression of multi-valued logic dynamic system and the 
expression of the semi-tensor product of the income objective functional, and proves the equiva-
lence between the new expression of this income maximization problem and the problem. Fur-
thermore, the dynamic programming method and algorithm for solving the optimal control prob-
lem of semi-tensor product system are given. Finally, an algorithm is used to solve an example. 
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摘  要 

有限动态博弈过程在部分玩家的策略给定情形下，可以转化为多值逻辑控制网络的最优控制问题。本文

研究这一类单输入输出的有限动态博弈问题，论文利用矩阵半张量积的方法，推导出多值逻辑动态系统

的代数表达式和收益目标泛函的半张量积的表达形式，并证明此收益最大化问题新的表达方式与原问题

的等价性；进而，给出了求解半张量积系统最优控制问题的动态规划法和算法；最后，应用此算法求解

一个实例。 
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1. 引言 

布尔网络是描述人工智能系统、神经网络系统、基因调控网络等的一种简单可行工具[1] [2] [3] [4]，
在 1969 年，Kauffman 首次提出用布尔网络来描述、模拟基因网络[5]，但是由于布尔网络在描述一些实

际问题时难免会有一定的局限性，例如：温度高低，天气阴晴，人的年龄老少等，因此，这时，多值逻

辑网络和混合值逻辑网络应运而生。在一定程度上，多值逻辑网络是布尔网络的自然推广。同时逻辑网

络在博弈论中也有应用。在一个网络演化博弈中，当局中人的对策是多个或者不同多个时，我们可以用

多值逻辑网络来建模，详细结果参见[6] [7] [8]。2011 年程代展及其团队提出了矩阵半张量积的概念，将

传统的普通矩阵乘法推广到一般的矩阵上，即，不再需要前一个矩阵的列数与后一个矩阵的行数相等，

然而它却保持着矩阵的普通乘积的基本性质。这种工具有效地将逻辑表达融入到基本的数学运算框架中，

在专著[9] [10] [11]中详细介绍了矩阵的半张量积的定义与性质，并讨论了其在非线性系统、布尔网络、

模糊逻辑等领域中的应用。 
多值逻辑网络比布尔网络的应用更为广泛，所以在研究多值逻辑网络时同样可应用矩阵的半张量积。

如文献[12]讨论了如何从演化动态博弈导出多值逻辑系统的优化控制问题，并在多值逻辑系统下讨论平均

收益和带贴因子的总收益两种性能指标下的最优控制的基本结论和算法，同时从逻辑动态系统的最优控

制中导出演化博弈的纳什均衡。文献[13]在博弈理论框架下对无穷时域上逻辑控制网络的最优控制问题进

行求解。讨论逻辑控制网络的代数形式下对周期的计算。文献[14]研究了人与机器之间重复无穷的囚徒困

境模型，从逻辑控制网络的代数形式出发，讨论逻辑控制网络的拓扑结构，最后将这一结果推广到带有

记忆的博弈中。文献[15]研究了兼具逻辑表达式和代数表达式的布尔网络的最优控制问题。经查阅相关文

献，对有限博弈的最优收益问题研究比较少，因其系统是逻辑形式描述，而目标泛函须用代数式表达，

将逻辑表达式和代数表达式在统一的框架下处理有一定的难度。本文利用矩阵半张量积的方法研究了多

值逻辑网络的最优收益问题，将多值逻辑动态表达式转化为对应的半张量形式，在此基础上给出目标泛

函的半张量形式，得到等价的半张量形式的最优控制问题，进而利用动态规划法求解半张量系统的最优

控制问题，再根据等价公式得到系统的最优解。最后给出一个算例。 
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2. 准备知识 

在这一节里，我们将本文的符号，涉及到的半张量积的定义和性质总结归纳如下。 

2.1. 符号的说明 

为叙述方便，做以下的符号说明： 
 :m n m n× × 维实矩阵集合； 

 1 20, , , ,1
1 1k

kD
k k

− =  
− − 
 ； 

注：在博弈中也用 

{ }1,2, ,kD k= 
 

这时，将
1~ , 1,2, ,
1

ii i k
k
−

=
−

 ，即可 
 k

nδ 为单位阵 nI 的第 k 列； 
 ( )iCol A ：为矩阵 A 的第 i 列，矩阵 A 的列集合记作 ( )Col A ； 
 { }1,2, ,i

k k i kδ∆ = =  ；这里 ( )i
k i kCol Iδ = ； 

 一个矩阵 n mL ×∈ 称为逻辑矩阵，如果它的列满足 ( ) nCol L ⊂ ∆ ； 
 矩阵 1 2, , , mii i

n n n n mL δ δ δ × = ∈   ，记为 v。 

2.2. 矩阵的半张量积的定义及性质 

定义 2.2.1 [9]：设 m nA ×∈ 和 p qB ×∈ 。记 n 与 p 的最小公倍数为 

{ },a lcm n p=  

定义 A 与 B 的半张量积为 

( )( )/ /: ,t n t pA B A I B I= ⊗ ⊗
 

这里⊗是矩阵的 Kronecker 积(亦称张量积)。 
注：当 n p= 时，矩阵 ,A B 满足等维条件，定义化为普通矩阵乘法，因此，半张量积是普通乘法的

推广。本文所说的半张量积均为左半张量积。 
命题 2.2.1 [9]：若 , , m nF G H ×∈ ，则矩阵半张量积满足 
1) 结合律 

( ) ( ).F G H F G H=     

2) 分配律 

( )
( )

,
,

,

F aG bH aF G bF H
a b R

aF bG H aF H bG H

± = ± ∈
± = ±

  

  
 

命题 2.2.2 [9]：设 m nA ×∈ 和 p qB ×∈ ，关于半张量积的置换，有： 

( )T T T.A B B A=   

为了进一步实现交换运算，为此定义换位矩阵。 
定义 2.2.2 [9]：换位矩阵 [ ]m,nW 是一个 mn mn× 矩阵，定义如下：它的行和列都是由双指标 ( ),i j 标注，

列是按照索引 ( ), ; ,Id i j m n 排列，行是由双指标 ( ),I J 标注按照索引 ( ), ; ,Id J I n m 排列，并且位于
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( ) ( ), , ,I J i j  上的元素的值为 

( ) ( ) ( )
( ),

, , , ,

1, ;
0, .

I J
I J i j i j

I i J j
w δ

= =
= = 



且

其他
 

当 n m= 时，我们简记 [ ] [ ],:n n nW W= 。 

命题 2.2.3 [9]：设 kx∈∆ 。则 
2 .p

kx R x=  

其中 ( ) 2
1 2 2: , , , 1, 2, 2 3, ,p k

k k k k k
R diag k k kδ δ δ δ  = = + +   称为 k 维降价矩阵。 
利用降价矩阵与换位矩阵，我们可以降低计算逻辑函数的结构矩阵的计算量。 
通过换位矩阵，引入半张量积的重要性质——伪交换性。 
命题 2.2.4 [9]：给定矩阵 m nA ×∈ ， 
设

tY R∈ 为行向量，则 
( ).tA Y Y I A= ⊗   

设 tX R∈ 为列向量，则 

( ) .tX A I A X= ⊗   

设两个行向量 nX R∈ ， mY R∈ ，则 

[ ] .n,mX Y W Y X=    

设两个列向量 nX R∈ ， mY R∈ ，则 

[ ] .n,mW X Y Y X=    

2.3. 博弈的定义 

本文只关心有限博弈。 
定义 2.3.1 [16]：一个(有限)正规博弈，有三个部分组成： ( ), ,G N S C= ，其中 
1) { }1,2, ,N n= 

表示这里有 n 玩家(局中人)； 

2) 
1

n

i
i

S S
=

=∏ 称为局势，其中 

{ }1 , , , 1, ,i i
i kS S S i n= =   

是第 i 个玩家的策略集，它表示第 i 个玩家有 ik 个策略可供选择，局势是所有玩家策略的笛卡尔积。 
3) ( )1, , nC c c= 

，其中 :ic S R→ 是第 i 个玩家的收益函数为方便计，策略集通常记 

{ }1, , , 1, , .i iS k i n= = 
 

这里“有限”博弈指： 
a) 玩家数 n < ∞， 
b) 策略数 , 1, , .iS i n< ∞ = 

 

3. 多值逻辑网络最大收益问题 

本文我们考虑单输入输出有限博弈(参与者与行动集有限)的动态过程，并假定部分玩家被视为“机器”，

其策略固定已知，另一部分玩家作为“人”，他的策略选择的准则是使其收益最大化。本文讨论所有玩

家的策略都只有 1 步记忆的情形。 
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根据如上假设，此类博弈问题可以转化为下面的多值逻辑控制网络的优化问题。 
控制系统为： 

( ) ( ) ( )( )1 , , 1, 2,x k f x k u k k+ = =                             (1) 

其中 ( )x k 为状态表示 k 时刻“机器”采取的行动； ( )u k 为控制输入表示 k 时刻“人”采取的行动，“机

器”的策略 f 为从 2
kD 到 kD 的多值逻辑函数，即： 

( ) ( ) 2, , :k k k kx k D u k D f D D∈ ∈ →  

容许控制集为： 

( ){ }: , , 1, 2,ad k kU u N D u k D k+= → ∈ =   

最优控制问题(P)：假设初始时刻 1t 、初端 ( )1 1x t x= 和终端时刻 Nt 已定，终端满足约束 

( ) 0NJ x N∗ =    

机器策略 ( )x t 按(1)更新的情况下，寻找人的最佳策略 *
adu U∈ ，使得系统状态从给定的初始状

( )1x x= 到 N 时刻达到给定的终端状态 ( )x N ，并使得目标泛函最大化 

( ) ( ) ( )( )
1

1

1
, max

N
t

t
J u c x t u tλ

−
−

=

= →∑                             (2) 

其中 c 为每一步的收益函数， 0 1λ< < 为折扣因子。 
针对这种多值逻辑控制的最优控制问题不但包含状态系统的逻辑运算，而且又包含了性能指标的代

数运算，如果仅仅只有单一的逻辑系统或一般最优控制方法是很难解决的，为解决此类问题。我们引入

矩阵半张量工具将逻辑动态网络转化为对应的代数状态方程。 

4. 多值控制网络最大收益问题的半张量方法及其问题的求解 

4.1. 多值控制网络最大收益问题的半张量表示 

定理 4.1.1 [9]：给定一个 n 元多值逻辑函数 ( )1 2, , , nf x x x
，则存在一个唯一的逻辑矩阵 nf k k

M
×

∈ ，

使得 f 在半张量形式下可表示为 

( )1 2, , , n fM xf x x x =                                  (3) 

这里， 1
n
i ix x== × ， fM 称为 f 的结构矩阵。称上式为多值逻辑函数 f 的代数形式。 

根据定理以及矩阵半张量积的性质，问题(P)可以等价表示为如下问题： 
状态方程 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ1x k L x t u t+ =    

其中 ( ) ( ) 2ˆ ˆ, , .k k k k
x t u t L

×
∈∆ ∈∆ ∈  

初始状态 ( ) 1ˆ ˆ1x x= ，终端 ( )ˆ ˆdx N x= 容许控制集 ( ){ }ˆ ˆ , 1, 2,ad kU u t k= ∈∆ =   
收益函数所对应的半张量形式为： ( ) ( )( ) ( ) ( )Tˆ ˆ,c x t u t u t P x t=    
目标泛函为 

( ) ( ) ( )
1

1 T

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
N

t

t
J u u t P x tλ

−
−

=

= ∑                                 (4) 

(P 为 ( )û t 对应的收益矩阵， k kP ×∈ ；即：“人”相对于“机器”的收益值)。 
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最优控制问题 P̂ ：寻找 * ˆˆ adu U∈  

( ) ( )*ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ. , adst J u J u u U∀≥ ∈  

4.2. 最优控制问题的求解 

变分法、庞特里亚金最大值原理、动态规划法是求解最优控制问题经典的三种方法，本文采用动态

规划法求解离散系统的最优控制问题。针对半张量积表示的最优控制问题( P̂ )，有如下定理： 
定理 4.2.1：若 ( ) ( ) ( ){ }* * * *

1̂ ˆ ˆ ˆ1 , 2 , , 1NP u u u N= − 是最优策略，则对于任意 2 k N≤ < 。它的子策略

( ) ( ) ( ){ }* * * *ˆ ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1kNP u k u k u N= + − 对于 ( )ˆ 1x ， *
1 1
ˆ

kP − 确定的 ( )*x̂ k 为起点的第 k 到 N 后部子过程而言，也

是最优策略。 
证明：以 max 为例证明此定理，反证法： 
假设子策略 ( ) ( ) ( ){ }* * * *ˆ ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1kNP u k u k u N= + − 对于 ( )ˆ 1x ， *

1 1
ˆ

kP − 确定的 ( )*x̂ k 为起点的第 k 到 N 后部

子过程而言，不是最优策略。则必定存在 2 k N≤ < 和策略 ( ) ( ) ( ){ }, 1 , , 1kNP u k u k u N= + −

  
 ，使得 

( ) ( )* * *ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,k kN k kNJ x k P J x k P   >   
  

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * *
1 ˆ ˆ ˆ1 , 2 , , 1 , , 1 , , 1NP u u u k u k u k u N= − + −

  
  ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

* *
1 1 1 1

* * *
1 1 1

*
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ1 , 1 , ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 , ,

ˆ ˆˆ 1 ,

N kN k k kN kN

k k kN kN

N N

J x P J x P J x k P

J x P J x k P

J x P

−

−

     = +    
   > +   
 =  

 

 

这与 ( ) ( ) ( ){ }* * * *
1̂ ˆ ˆ ˆ1 , 2 , , 1NP u u u N= − 是最优策略矛盾。证毕。 

下面我们将定理 4.2.1 的思想，转化为可计算的递归算法。对于任意给定的 { }1, , 1t N∈ −
和 ˆ kx∈∆ ，

考虑如下的受控系统 

( ) ( ) ( )
( )

{ }
ˆ ˆ ˆ1

, 1, , 1
ˆ ˆ
x k L x k u k

k t t N
x t x

+ = ∈ + −
=



 
                       (5) 

设其性能指标为 ( )( ) ( ) ( )
1

1 Tˆ ˆ ˆ ˆ, .
N

t

k t
J u t u t P x tλ

−
−

=

= ∑    

则 最 优 控 制 问 题 *
k̂NP 为 ： 对 于 给 定 { }1,2, , 1t N∈ −

， ( )ˆ kx t ∈∆ 对 于 系 统 (5) 找 到 策 略

( ) ( ) ( ){ }* * *ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1u t u t u N+ − ，使得 ( )*ˆ ˆdx N x= ，并 ( )( )ˆ ˆ , max.J u t =  
当 1t = 且 ( ) 1ˆ ˆ1x x= 时，问题 ˆtxP 即为我们需求的最优控制问题 P̂ ，定义如下值函数： 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

* * *ˆ ˆ ˆ, , , 1
ˆ ˆ, max ,

ˆ, 0
u k u k u N

V t x J u t

V N x
−

 =

 =





   { } ˆ1, 2, , 1 , kt N x∀ ∈ − ∈∆
                (6) 

则有如下定理： 
定理 4.2.2：对 { } ˆ1, 2, , 1 , nk

t N x∀ ∈ − ∈∆ ，有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }
( )

1 T

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, max 1, 1 ,

ˆ, 0

t

u t
V t x u t Px t V t x t u

V N x

λ − = + + +

 =



   { } ˆ1, , 2,1 , kt N x∀ ∈ − ∈∆
 

证明：由值函数 ( )ˆ,V t x 的定义可知： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1
1 T

1
1

1 T 1 T

1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 1 , , 1

N
t

t
N

t t

k t

V t x J u t u t Px t

u t Px t u t Px t u k u k u N

λ

λ λ

−
−

=

−
− −

= +
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两端关于序列 ( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1u k u k u N+ − 取最大泛函 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }

1
1 T 1 T

ˆ ˆ, , 1 1

1 T

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, max

ˆ ˆ ˆ ˆmax 1, 1 ,

N
t t

u k u s k t

t

u t

V t x u t Px t u t Px t

u t Px t V t x t u

λ λ

λ

−
− −

− = +

−

 ≥ + 
 

≥ + + +

∑




 

对任何序列 ( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1u t u t u N+ − ，有 
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=
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证毕。 

4.3. 动态规划算法 

根据定理 4.2.2，我们容易得到如下算法。 
逆推算法 4.3.1： 
Step 1 ：利用终端条件 ( )ˆ ˆdx N x= 开始由后向前逆推基本方程，计算出最优收益函数

( )( ) ( )*ˆ ˆ , , , ,3, 2J u k k N=  ，最后通过计算  ( )( )*

1 ˆ ˆ1, ,1J x u   从而得到最优决策序列 

( ) ( )( ) ( )( ){ }ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2, 2 , , 1, 1u u x u N x N∗ ∗ ∗ − −  

Step 2：根据状态方程 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ1x k L u k x k+ =   和初始条件 ( )ˆ ˆ1x x= ，从 1k = 开始由前向后确定 ( )*x̂ k 。 
应用此算法通过反复的迭代和回代从而得到 
最优轨线 ( ){ }*ˆ , 1, 2, , .x k k N=   

最优策略 ( ) ( )( ) ( )( ){ }* * *
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2, 2 , , 1, 1 .Np u u x u N x N∗ ∗ ∗= − −  

4.4. 应用实例 

考虑有限的人机博弈，双方均有三个可选择的策略{ }1,2,3 。支付双矩阵见表 1。 
这里机器采取的策略为：在本次博弈中如果赢或平，下次不改变策略，如果本次博弈输，则下次采

用对手的策略。 
 
Table 1. Payoff Bi-Matrix 
表 1. 支付双矩阵 

           机 
人 

1 2 3 

1 3，3 0，4 9，2 

2 4，0 4，4 5，3 

3 2，9 3，5 6，6 
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给定初始状态 ( )1 1x = ，终端状态 (4) 3x = ；性能指标为 

( ) ( ) ( )( )
4

1

1
,t

t
J u c x t u tλ −

=

= ∑  

其中， ( ) kx t D∈ 为逻辑变量表示机器的策略， ( ) ku t D∈ 为控制变量表示人的策略， ( ) ( )( ),c x t u t 为人的

收益函数，求使性能指标最大的控制序列。 
解：令 1

31 ~ δ ， 2
32 ~ δ ， 3

33 ~ δ ，则上述博弈可以写成 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ1x k L x t u t+ =    

其中 

[ ]3 1,1,3,1, 2, 2,3,2,3L δ=  

( )x̂ t 为状态变量，表示机器 t 时刻的策略。 ( ) 3ˆ ;x t ∈∆  

( )û t 为状态变量，表示人 t 时刻的策略。 ( ) 3ˆ .u t ∈∆  
初始条件 ( ) 1

3ˆ 1x δ= ，终端 ( ) 3
3ˆ 4x δ= 性能指标 

( ) ( ) ( )
4

1 T

1

ˆ ˆ ˆ ˆt

t
J u u t P x tλ −

=

= ∑    

求使性能指标最大的控制序列 ( ) ( ) ( ) ( )* * * *ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2 , 3 , 4u u u u 。 
应用动态规划法求解 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ4 3 3x L x u=    

有， ( )( )
( )

( ) ( )
3

* 3 T

ˆ 4

3 0 9
ˆ ˆ ˆ ˆ4 max 4 4 4 5 4

2 3 6
u

J u u xλ
∈∆

 
 =  
  

  。 

当 ( ) ( )1 3
3 3ˆ ˆ4 , 4u xδ δ= = 时， ( )( )*ˆ ˆ 4J u 取最大值为，其值为： 39λ  

( ) ( ) ( ) 3
3ˆ ˆ ˆ4 3 3x L x u δ= =   

有，

( )( )
( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

3

3

* 2 T

ˆ 3

2 * 3 3
3 3

2 * 1 3
3 3ˆ 3

2 * 3 2
3 3

3 0 9
ˆ ˆ ˆ ˆ3 max 3 4 4 5 3

2 3 6
ˆ ˆ ˆ ˆ6 4 3 , 3
ˆ ˆ ˆ ˆmax 9 4 3 , 3
ˆ ˆ ˆ ˆ3 4 3 , 3

u

u

J u u x

J u u x

J u u x

J u u x

λ

λ δ δ

λ δ δ

λ δ δ

∈∆

∈∆

 
 =  
  

 + = =
= + = =


+ = =

 

。 

则当取 ( ) ( )1 3
3 3ˆ ˆ3 , 3u xδ δ= = 时， ( )( )*ˆ ˆ 3J u 取得最大值，其值为： 2 39 9λ λ+  

( ) ( ) ( ) 3
3ˆ ˆ ˆ3 2 2x L x u δ= =   

有，
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ){

3

3

* 0 T

ˆ 1

* 3 1
3 3ˆ 1

3 0 9
ˆ ˆ ˆ ˆ1 max 1 4 4 5 1

2 3 6
ˆ ˆ ˆ ˆmax 2 2 1 , 1

u

u

J u u x

J u u x

λ

δ δ

∈∆

∈∆

 
 =  
  

= + = =

 
。 

则当取 ( ) ( )3 1
3 3ˆ ˆ1 , 1u xδ δ= = 时， ( )( )*ˆ ˆ 1J u 取得最大值，其值为： 2 32 9 9 9λ λ λ+ + + 。 
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因此所求的最优控制序列为： ( ) ( ) ( ) ( )* 3 * 1 * 1 * 1
3 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2 , 3 , 4u u u uδ δ δ δ= = = = ，最优轨线为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 3
3 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2 , 3 , 4x x x xδ δ δ δ= = = = ，性能指标为 ( )( )* 2 3ˆ ˆ 1 2 9 9 9J u λ λ λ= + + + 。 

将向量转化为标量则最优控制序列为： ( ) ( ) ( ) ( )1 3, 2 1, 3 1, 4 1u u u u= = = = ，最优轨线为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 2, 3 3, 4 3x x x x= = = = ，性能指标 ( )( )1*J u 为： 2 32 9 9 9λ λ λ+ + + 。则人的最大收益为：
2 32 9 9 9λ λ λ+ + + 。 

注 4.4.1：本文只研究了单输入输出的决策最优控制问题，本文所应用的定理和算法对于多输入多输

系统的决策最优控制问题仍然适用。 

5. 总结 

本文研究了有限动态博弈过程中多值逻辑控制网络的收益优化问题，利用矩阵半张量积的方法将逻

辑系统转化为对应的代数系统，并给出了半张量形式下目标泛函的表达式。在引入值函数的情况下对其

最优性原理进行了证明并给出了算法，同时举例说明算法的有效性。 
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