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Abstract 
The paper studies the longtime behavior of solutions to the initial boundary value problem (IBVP) 

for a class of Kirchhoff models: ( ) ( ) ( )
12 21

p

tt t tu u u u u u u f x
−

+ − ∆ − ∇ ∆ + + =α β φ . The Inertial 

manifolds are estimated. 
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摘  要 

该文研究了广义Kirchhoff型方程： ( ) ( ) ( )
12 21

p

tt t tu u u u u u u f x
−

+ − ∆ − ∇ ∆ + + =α β φ 的初边值问题的

解的长时间行为，证明了方程的惯性流形。 
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1. 引言 

本文研究下列非线性 Kirchhoff 型方程的惯性流形： 

( ) ( ) ( )
12 21 ,

p

tt t tu u u u u u u f x Rα β φ
−

++ − ∆ − ∇ ∆ + + = Ω× ，             (1.1) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1, 0 ; , 0 ,tu x u x u x u x x= = ∈Ω，                       (1.2) 

( ) ( ), 0,u x t x
∂Ω

= ∈Ω 。                              (1.3) 

其中Ω是 R 中具有光滑边界的有界域， 1p ≥ ，且 ,α β 都是正常数，有关 ( )2uφ ∇ 的假设将会在后文中

给出。 
在非线性偏微分方程无穷维动力系统的长时间行为中，惯性流形起着相当重要的作用，当其存在时，

惯性流形是包含整体吸引子的有限维不变光滑流形，并且以指数速率吸引解轨道。对于正在考虑的系统

的大部分动力学性态都是在这种流形下产生的，这使得对动力学性态的研究更加简便。同时，在惯性流

形的限制下，即使初始系统是无限维的，此时的系统也变成了有限维的。这种系统称为惯性系统，重现

了许多初始系统的大部分动力学性态。惯性流形和相应的惯性形式对研究耗散方程的有限维动力学性态

是有力的工具[1]。 
现在普遍认为，惯性流形存在的一个充分条件是线性算子 A 的谱间隔条件及非线性项的 Lipschitz 连

续性成立( ( ) ( ), ,f x t f y t q x y− ≤ − ，其中为 q 独立于 t 的 Lipschitz 常数) [1]-[6]。 
Songmu Zheng和Albert Milani [7]分别考虑了在一维空间中无粘性的Cahn-Hilliard方程的两种边值问

题的奇摄动性。该文证明了基于这两种边值问题的动力系统在相空间 ( ) ( )1 1
0 0, π 0, πH H −× 存在指数吸引子

和惯性流形。 
Xu Guigui，Wang Libo 和 Lin Guoguang [8]在时滞时间很小的假设下讨论了一类时滞非线性波方程

( ) ( ) ( )
2

2 , , 0, 0, 0t
u u u u g u f x h t u t

t tt
α β α β∂ ∂ ∂

+ − ∆ − ∆ + = + > > >
∂ ∂∂

的惯性流形的存在性。 

Bin Zhao 和 Guoguang Lin [9]考虑了基于 Cahn-Hilliard 的奇异摄动方程上，具有双重扰动的

Cahn-Hilliard 方程 ( ) 2 , 2k
tt t t tu u u u u f kε α+ − ∆ + ∆ − ∆ = ≥ 的惯性流形的存在性。 

Guoguang Lin，Penghui Lv 和 Ruijin Lou [10]利用了离散挤压性和谱间隔条件研究了一类广义非线性

Kirchhoff-Boussinesq 型方程 ( )( ) ( ) ( )22
tt t tu u u u div g u u h u f xα β+ − ∆ + ∆ = ∇ ∇ + ∆ + 的指数吸引子和惯性

流形。 
本文主要研究了(1.1)~(1.3)一类广义非线性 Kirchhoff 型方程的惯性流形，通过论证谱间隔条件成立

条件，得到惯性流形存在定理。 
本文结构如下：在第一部分中，简要给出惯性流形相比整体吸引子的优势及部分学者的研究成果；

在第二部分中，给出主要记号；在第三部分中，对方程惯性流形的讨论。 
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2. 记号 

为叙述方便，我们引入下列符号： 

( ) ( ). . ,2 2
2

2 1 1
2 0 2 2 1 2 0

, , , , ,

, , ,

p p k p k p k k
L

pp L

L L W W H W H L

V H H V V X V H′ −

= Ω = Ω = = ⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ = ∩ = = ×
 

其中 1p ≥ 。 1. pW ′− 为 1.
0

pW 的共轭空间，
1

pp
p

′ =
−

。 kH 是 L2-内积下的 Sobolev 空间。同时 0
kH 表示 ( )0C∞ Ω

在 kH 中的闭包( > 0k )。符号 ( ),⋅ ⋅ 表示 H-内积。 

定义算子 2 2:A V V ′→ ， 
( ) ( ) 2, , , ,Au v u v u v V= ∆ ∆ ∈  

则算子 ( )sA s R∈ 是正定的且空间 4
s

sV D A
 

=   
 

是 Hilbert 空间 

( ) 4 4 4, , , for
s s s

s Vs
u v A u A v u A u

 
= =  
 

 

特别的， 
1 1
2 4

2 1
,V Vu A u u u A u u= = ∆ = = ∇  

( )1 0λ > 是 −∆在Ω上带有齐次 Dirichlet 边界条件的第一特征值。 

3. 惯性流形 

引理 3.1 [11]：假定 
(H1) ( )1Cφ +∈ R ， ( ) 0sφ′ ≥ ， ( ) 00 1φ φ ≥ ， 

(H2) 
1 1, 2,

11 3,
2

p N
Np N
N

≤ < +∞ =

 −
≤ ≤ ≥ −

 

(H2) f H∈ ， ( ) 1
0 1 2 0,u u V H∈ × 。则问题(1.1)~(1.3)的解 ( ),u v 满足 

( ) ( ) ( )5
3 3 0 e 1 et tCH t H δ δ

δ
− −≤ + −  

( )2
3 50 0

d 0 d
T T

tu s H C sβ ∆ ≤ +∫ ∫  

并且问题(1.1)~(1.3)存在唯一解 ( )20, ;u L V∞∈ +∞ ， ( ) ( )1 2
0 20, ; 0, ;tu L H L T V∞∈ +∞ ∩ 。 

评论 3.1 [11]：定义映射 ( ) :S t X X→ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1, , tS t u u u t u t= ，其中 u 是问题(1.1)~(1.3)的解。

根据引理 3.1， ( )S t 构成 X 上的连续算子半群。 
定义 3.1：设 ( ) 0tS S t

≥
= 是 Banach 空间 X 上的解半群。一个子集 Xµ ⊂ 满足： 

1) µ 是有限维 Lipschitz 流形， 
2) µ 是正不变的，即 ( ) , 0S t tµ µ⊂ ≥ ， 
3) µ 以指数吸引解轨道，即 x X∀ ∈ ，存在常数 0, 0Cη > > ，使得 

( )( ), e , 0tdist S t x C tηµ −≤ ≥  

则称 µ 是关于 ( ) 0tS S t
≥

= 的一个惯性流形。 
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设算子 :A X X→ ，设 ( ),bF C X X∈ 满足 Lipschitz 条件： 

( ) ( ) , ,F XX
F U F V l U V U V X− ≤ − ∈ 。                      (3.1) 

算子 A 称为满足关于 F 的谱间隔条件，如果算子 A 的谱可以分成两部分 1σ 和 2σ 且 1σ 是有限的。 

{ } { }1 1 2 2sup Re | , inf Re |λ λ σ λ λ σΛ = ∈ Λ = ∈ ，                    (3.2) 

{ }| , 1, 2i j iX span w j iσ= ∈ =                              (3.3) 

且有 

2 1 4 Flλ λ− > 。                                   (3.4) 

这里满足正交分解： 1 2X X X= ⊕ ，                         (3.5) 

其中投影是 1 1 2 2: , :P X X P X X→ → 。 
方程(1.1)等价于下列一阶发展方程(研究 0φ′ = 时的情况)。 

( ) ,tU AU F U U X+ = ∈ ，                             (3.6) 

其中： 

( ) ( ), , tU u v u u= =  

0 I
A

φ α β
− 

=  − ∆ − ∆ 
， ( ) ( ) 12

0

1
pF U

f u u
−

 
 =
 − +
 

                    (3.7) 

令 ( ) { }2 1 1
0| ;D A u H u H H u H H= ∈ ∈ ∆ ∈ × ， ( )2 1 1

0 0X H H H= × 。 
对(3.6)中矩阵型算子的特征值，先定义 X 中的内积 

( ) ( ), , ,XU V u y v z= ∆ ∆ + −∆ ，                             (3.8) 

( ) ( ), , ,U u v V y z= = , ,y z 分别表示 ,y z 的共轭。 
对 ( )U D A∈ ，计算得 

( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) 2 2

, , ,

, ,

1 ,

ZAU V v u u v v v

v u u v v v

v u v v

φ α β

φ α β

φ α β

= − ∆ ∆ + −∆ − ∆ + − ∆

= − ∆ ∆ + − ∆ + − ∆ −∆

= − − ∆ ∆ + ∇ + ∇

                      (3.9) 

又由 1φ ≥ ，所以算子 A 是单调递增且 , ZAU U 是非负实数。 
我们给出 A 的特征方程 

( ), ,AU U U u v Xλ= = ∈  

等价于 

,
,

v u
u v v v
λ

φ α β λ
− =
− ∆ + − ∆ =

                              (3.10) 

从而 U 满足特征值问题： 

( )2 ,

0,

u u u

u

φ βλ αλ λ

∂Ω

− ∆ + ∆ = −


=
                            (3.11) 
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由(3.10)知，相应的特征函数 

( ) ( ), ,k k k k k kU u v u uλ± ±= = − ， ( ) ( )
1
22 sin

πku x jx =  
 

，               (3.12) 

对任意的整数 1j ≥ ，有 
2, , 1k k ku j u j u∇ = ∆ = = 。                         (3.13) 

因此将 ( ) ( )
1
22 sin

πku x jx =  
 

带入(3.11)中 u 的位置，两边用 ( )ku x 取内积，并将(3.13)带入得到特征值 

( ) ( )22 2 24

2k

j j jα β α β φ
λ±

+ ± + −
= 。                     (3.14) 

引理 3.2： ( ) 121
p

g u u
−

= + 是 2 1 1
0 0H H H→ 的整体有界和整体 Lipschitz 函数。 

证明：

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
0 1

0

1
0

1 12 2

2 2 2 2

4 6 4 6 2 2

1 1
p p

H
H

p p

H

p p

g u g v u u v v

C u v u v

C u v u v u v

C u v

− −

− −

− −

∞ ∞ ∞ ∞

− = + − +

≤ + −

≤ − ∇ + ∇ ∇ −

≤ ∆ −

 

定理 3.1：设 l 是 g 的 Lipschitz 常数， 1,α β φ≥ > 且 N N ∗∈ 满足 

82 1 lNβ
β φ

+ ≥
−

，                                (3.15) 

则算子 A 满足谱间隔条件(3.4)。 

证明：由
( ) ( )22 2 24

2k

j j jα β α β φ
λ−

+ − + −
= 是减函数。 

令 N 满足(3.15)，可将 A 的特征值分解为 

( ){ }1 , | max ,j k j k Nσ λ λ λ λ λ− ± − ± += ≤ ， { }2 |j j N jσ λ λ λ λ+ − + += ≤ < ，             (3.16) 

相应的 X 可分解为 

{ }1 1, | ,j k j kX span v v λ λ σ− ± − ±= ∈ ， { }2 2|j jX span v λ σ+ += ∈ 。              (3.17) 

下面将找出正交空间，对 1 Nλ
+Λ = 和 2 1Nλ

+
+Λ = ，将证明(3.4)成立。 

进一步分解 1 c kX X X= ⊕  

{ }|c j j N jX span v λ λ λ− − + += ≤ < ， 

{ }|k k k NX span v λ λ± ± += ≤ 。                             (3.18) 

由 2
j j jλ λ φ+ − = 得 

( )2 2 4, 1j j j j j jX
U U u u jλ λ φ+ − + −= ∆ + ∇ = + 。                    (3.19) 

所以 cX 与 1X 不正交， 2X 与 kX 正交。 
要证 1X 与 2X 正交，则需要重新定义 X 的内积，并与(3.9)等价。 
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定义 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
2 2, , , , , ,

X
U V u y u y z u v y z vα β φ= ∇ ∇ + − ∆ ∆ + −∆ + −∆ + −∆ −∆ 。 

由U Z∈ 得 

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 22

2 2

, 2 ,

|| ||

1

X
U U u u v u u

u u u v u

u u

α β φ

α β φ

α β φ

= ∇ + − ∆ + −∆ + ∇

≥ ∇ + − ∆ − ∇ − ∇ + ∇

≥ − ∇ + − ∆

。 

由 1,α β φ≥ > ，所以 , 0
X

U V ≥ 。 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 4 2 2 4

,

0

j j j j j j j j j jX
U U u u u u

j j j j j

α β φ λ λ λ λ

α β φ α β φ

+ − + − + −= ∇ + − ∆ − + ∇ + ∇

= + − − + + =
。 

所以在重新定义的内积下， cX 与 2X 正交，即 2 1,X X 正交。 
下面估计 ( ) ( )( )0,F U g u= 的 Lipschitz 常数 Fl 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 XX H

lF U F V g u g v l u v U V
β φ

− = − ≤ ∆ − ≤ −
−

。 

因此 

F
ll

β φ
≤

−
。 

由此只需说明 1
4

N N
lλ λ

β φ
+ +
+ − ≥

−
成立，则谱间隔条件(3.4)成立。 

( ) ( )( ) ( )
22 2 2

1

1 1 4 1

2N

N N Nα β α β φ
λ+

+

+ + + + + − +
= ， 

( )22 2 2

1

4

2N

N N Nα β α β φ
λ+

+

+ + + −
= ， 

1
1
2N N Nλ λ β+ +

+ − ≥ + 。 

由(3.15)得： 

1
4

N N
lλ λ

β φ
+ +
+ − ≥

−
。 

到此说明谱间隔条件(3.4)成立。 
综上我们有惯性流形的存在性定理。 
定理 3.2：若 1,α β φ> > ，其中φ 是一个常数，则方程(1.1)存在惯性流形 µ ，具有形式 

( ) ( ){ };graph Xµ ξ φ ξ ξ= Φ = + ∈ 。 

其中 1 2: X XΦ → 是 Lipschitz 连续的，Lipschitz 常数为 Fl ， graph表示图。 
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