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Abstract 
In this paper, Lagrange interpolation on a rectangular node is used to further study the Lagrange 
interpolation on a hexahedron grid. The triad Lagrange interpolation node group is given; the tri-
ad Lagrange interpolation formula is constructed, and the existing research results are extended. 
Finally, an example is given to verify the results. 
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摘  要 

本文是在矩形网点上的Lagrange插值的基础上，进而研究六面体网格上的Lagrange插值，给出了三元

Lagrange插值结点组，构造了三元Lagrange插值公式，推广了已有的研究结果，最后给出算例对所得研

究结果进行了验证。 
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1. 引言 

熟知，多元函数插值长期以来一直是计算数学研究领域的一个重要研究内容(详见文献[1])，当今时

代是科学技术日新月异地飞速发展的时代，层出不穷的新问题要求人们提出相应的新理论，新方法来解

决，对于这一类问题，目前，有关在整个空间进行插值的结果相对完备，而关于有着在六面体网格上的

插值并不多见[2] [3]。所以本篇论文着力讲述有关六面体网格上的 Lagrange 插值，梁学章等人[4]-[9]讨论

了矩形网点上的 Lagrange 插值方法。 
六面体网格上的 Lagrange 插值是在矩形网点上的 Lagrange 插值的基础上进行的推广，其在工程设计

中起着重要的作用，例如，许多机械零部件和建筑外形采用了六面体的形式，在高速，承受变载，冲击

的场合中，我们会用到普通的长方体平键，而在制作平键过程中，我们可以利用插值，使它在相应场合

下得到契合。 

2. 基本定义和基本定理 

定义 1 (多元 Lagrange 插值问题) 
设 SD R⊂ 是有界闭区域， 1 2, , , kx x x D∈� 是 k 个互不相同的点， ( ) ( ) ( )1 2, , , kp x p x p x� 是定义于 D

上的 k 个线性无关的 s 元实值连续函数（通常取为多项式).对于给定的 ( ) ( )f x C D∈ ，欲求实线性组合 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 k kp x c p x c p x c p x= + + +�                               (1) 

满足插值条件 
( ) ( ) , 1, 2, ,i ip x f x i k= = �                                    (2) 

这种问题称为多元 Lagrange 插值问题。满足条件式(2)之 ( )p x 称为函数 ( )f x 的广义插值多项式。

( )f x 称为被插函数。误差函数 
( ) ( ) ( )r x f x p x= −                                       (3) 

称为插值余项。 
定义 2（插值结点组） 
插值条件式 ( ) ( ) , 1, 2, ,i ip x f x i k= = � 中所有的点组{ } 1

k
i i

x
=
称为插值结点组。 

定理 1 
若 m 次代数曲面 ( )1 , ,f x y z 和 n 次代数曲面 ( )2 , ,f x y z 和 k 次代数曲面 ( )3 , ,f x y z 交点个数多于 mnk ，

则一定有次数既不超过 m 也不超过 n 和 k 的非零多项式 ( ), ,q x y z 存在，使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 2

3 3

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

f x y z q x y z r x y z

f x y z q x y z r x y z

f x y z q x y z r x y z

=

=

=

                                 (4) 

式中， ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , ,r x y z r x y z r x y z 分别为次数小于 m 和 n 和 k 的三元实系数多项式。 

3. 具体构造方法及实验示例 

设插值结点组为 
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( ){ }, , , 0,1, , ; 0,1, , ; 0,1, ,i j kx y z i m j n k q= = =� � �                          (5) 

令 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

0

m

n

q

U x x x x x

V y y y y y

W z z z z z

= − −

= − −

= − −

�

�

�

                                   (6) 

定义 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

, ,ijk
i i k kj j

U x V y W z
L x y z

x x U x z z W zy y V y
= ⋅ ⋅

′ ′− −′−
                     (7) 

则相应得二元 Lagrange 插值公示为 

( ) ( ) ( )
0 0 0

, , , , , ,
qm n

i j k ijk
i j k

p x y z f x y z L x y z
= = =

= ∑∑∑                             (8) 

具体算例： 
1、被插值函数为 ( ), , 1f x y z x y z= + + + ，取六面体的四个插值结点组为 ( )0,0,0 ，( )0,0,1 ，( )1,0,0 ，

( )0,1,0 则 

( ) 2U x x x= − ， ( ) 2V y y y= − ， ( ) 2W z z z= − ， 

( ) 2 1U x x′ = − ， ( ) 2 1V y y′ = − ， ( ) 2 1W z z′ = − ， 

( )
( )
( )
( )

000

100

010

001

, , 1

, ,

, ,

, ,

L x y z xyz xz yz z xy x y

L x y z xyz xy xz x

L x y z xyz xy zy y

L x y z xyz xz yz z

= − + + − + − − +

= − − +

= − − +

= − − +

 

( ), , 5 3 3 3 1p x y z xyz xy yz xz x y z= − − − + + + + ，经验证 ( ), ,f x y z 与 ( ), ,p x y z 在插值结点组处函数值

相等。 
2、被插值函数为 ( ) 2 2 2, , 1f x y z x y z= + + + ，取六面体的十个插值结点组为 ( )0,0,0 , ( )1,0,0 ，( )2,0,0 ，

( )1,1,0 ， ( )0,1,0 ， ( )0,2,0 ， ( )0,0,1 ， ( )1,0,1 ， ( )0,1,1 ， ( )0,0,2 则 

( ) 3 23 2U x x x x= − + ， ( ) 3 23 2V y y y y= − + ， ( ) 3 23 2W z z z z= − +  

( ) 23 6 2U x x x′ = − + ， ( ) 23 6 2V y y y′ = − + ， ( ) 23 6 2W z z z′ = − +  

( ) ( )( )( )( )( )( )
000

1 2 1 2 1 2
, ,

8
x x y y z z

L x y z
− − − − − −

=  

( ) ( )( )( )( )( )
100

2 1 2 1 2
, ,

4
x x y y z z

L x y z
− − − − −

= −  

( ) ( )( )( )( )( )
200

1 1 2 1 2
, ,

8
x x y y z z

L x y z
− − − − −

=  

( ) ( )( )( )( )
110

2 2 1 2
, ,

2
xy x y z z

L x y z
− − − −

=  

( ) ( )( )( )( )( )
010

1 2 2 1 2
, ,

4
y x x y z z

L x y z
− − − − −

= −  
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( ) ( )( )( )( )( )
020

1 2 1 1 2
, ,

8
y x x y z z

L x y z
− − − − −

=  

( ) ( )( )( )( )( )
001

1 2 1 2 2
, ,

4
z x x y y z

L x y z
− − − − −

= −  

( ) ( )( )( )( )
101

2 1 2 2
, ,

2
xz x y y z

L x y z
− − − −

=  

( ) ( )( )( )( )
011

1 2 2 2
, ,

2
yz x x y z

L x y z
− − − −

=  

( ) ( )( )( )( )( )
002

1 2 1 2 1
, ,

8
z x x y y z

L x y z
− − − − −

=  

( ) ( )( )( )( )( )( ) ( )( )( )( )( )

( )( )( )( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( )( )( ) ( )( )( )( )( )

( )( )( )( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( )( ) ( )( )( )( )( )

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2
, ,

8 2
5 1 1 2 1 2 3 2 2 1 2

8 2
1 2 2 1 2 5 1 2 1 1 2

2 8
1 2 1 2 2 3 2 1 2 2

2 2
3 1 2 2 2 5 1 2 1 2 1

2 8

x x y y z z x x y y z z
p x y z

x x y y z z xy x y z z

y x x y z z y x x y z z

z x x y y z xz x y y z

yz x x y z z x x y y z

− − − − − − − − − − −
= −

− − − − − − − − −
+ +

− − − − − − − − − −
− +

− − − − − − − − −
− +

− − − − − − − − −
+ +

 

经验证 ( ), ,p x y z 与 ( ), ,f x y z 在插值结点处函数值相等。 
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