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Abstract 
Subdivision method is a powerful tool for curve modeling. A popular method to construct a new 
subdivision scheme is to add central difference type offset vector to the initial subdivision scheme. 
This paper investigates maximal orders of sum rule of subdivisions constructed from high-order 
central difference type offset vectors. 

 
Keywords 
Subdivision Scheme, Sum Rule Order, Offset Vector, High-Order Central Difference 

 
 

高阶中心差分偏移量方法构造细分求和规则阶

数问题 

毛智永，亓万锋，崔利宏 

辽宁师范大学数学学院，辽宁 大连 
 

 
收稿日期：2018年2月7日；录用日期：2018年2月21日；发布日期：2018年2月28日 

 
 

 
摘  要 

曲线细分是曲线造型的有力工具。采用添加差分形式的偏移量是构造细分格式的一种重要方法。本文讨

论了采用高阶中心差分形式的偏移量所能够构造的细分格式求和规则的最高阶数问题。 
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1. 引言 

曲线细分是一种从初始控制多边得到光滑曲线的迭代格式。通过迭代可以设计出合适的曲线，光滑

度较高，因而得到了广泛应用。 
近年来，采用通过添加偏移量的形式构造新的细分格式吸引了众多学者的注意[1] [2] [3] [4]。偏移量

是组合系数和为零的同层的相邻几个顶点的线性组合。在已有细分迭代规则的基础上加上偏移量做调整，

既可以从逼近型细分构造插值型细分[1] [2] [3]，又可以从插值型细分构造逼近型细分[4]。上述工作局限

于单个细分格式，没有从理论上对这种方法进行探讨。Luo 等[5]指出添加偏移量的操作对应的是在原细

分生成函数基础上加上一个 Laurent 多项式。求和规则是细分的基本性质[6] [7] [8]，亓万锋等[8]分析了

采用二阶中心差分形式的偏移量所能达到的最高阶求和规则的问题。本文将[8]的结论推广，考虑了高阶

中心差分是否能够达到最高阶求和规则的问题。 

2. 预备知识 

细分格式是从给定的初始控制顶点集 { }0 0 d
i i

p
∈

= ∈P


 和一个正整数 m ，利用有限个数

{ } ( )0i i
a l

∈
= ∈a



 ， ( )0l 

代表 上支撑有限的序列的集合，通过迭代格式 
1, , 1, 2,k k

i i mj jjp a p i k−
−∈

= ∈ =∑                             (1) 

迭代 k 次后得到控制顶点集合 { }k k d
i i

p
∈

= ∈P


 的一种造型方法，其中 m 称为重数， { }i i
a

∈
=a 称为细

分掩模，对应的 Laurent 多项式 ( ) i
iiz a za

∈
=∑

 ， { }( )\ 0z∈  称为细分生成函数[8]。 

给定 m 重细分掩模 { } ( )0i i
a a l

∈
= ∈  ，记 { }supp , 0ia i a= ∈ ≠ 。在实际应用中，往往使用对称的生

成函数即细分掩模满足 ,i ia a i−= ∈，显然生成函数是对称的当且仅当 ( ) ( )1a z a z−=  。长度为 s 的列向量

( )T
1 2, , , sv v v=v  称为中心对称的，如果满足 1 , 1, ,i s iv v i s+ −= =  。显然对称的生成函数的系数组成的列向

量是中心对称向量。 
细分格式可以分为插值型和逼近型两种格式，插值型细分每次迭代时保留上一次的控制顶点，其细

分掩模满足 mi ia δ= 。若细分格式不是插值型的，则称为逼近型细分。 

称 m 重细分格式 ( )a z 满足 k 阶求和规则，如果 ( )1a m=
且 ( )a z 含有因式 ( )11

kmz z −+ + + 。易见当 ( )a z

满足一阶求和规则时，有 1,0mi mi li ia a l m+= = ≤ <∑ ∑ 成立。 

3. 主要结果 

在这一节里，我们讨论添加偏移量是 2n 阶中心差分时，所构造的细分格式能否达到最高阶求和规则
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的问题。 

给定第 1k − 层上的控制顶点集合 { }1 1k k d
j j

p− −

∈
= ∈P


 ，在顶点

1k
jp −

处的 2n 阶中心差分是 

( )22 1 1
0

2
1 inn k k

j j n ii

n
p p

i
δ − −

+ −=

 
= −  

 
∑  

例如在
1k

jp −
处的二阶中心差分是

2 1 1 1 1
1 12k k k k

j j j jp p p pδ − − − −
− += − + ，四阶中心差分是 

4 1 1 1 1 1 1
2 1 1 24 6 4k k k k k k

j j j j j jp p p p p pδ − − − − − −
− − + += − + − + 。 

添加偏移量的方法是在原细分格式的基础上添加偏移量。在给定原细分格式 
1, , 0,1, , 1k k

mi l mi l mj j
j

p a p i l m−
+ + −

∈

= ∈ = −∑ 


  

的顶点 k
mi lp + 处添加 2n 阶中心差分

2 1n k
mi l mj jj c pδ −
+ −∈∑  ，即 

1 2 1k k n k
mi l mi l mj j mi l mj jj jp a p c pδ− −
+ + − + −∈ ∈
= +∑ ∑   

相应的生成函数变为原生成函数加上对应偏移量的 Laurent 多项式 

( ) ( )21
0 1

nm mi l mj mn m
mi l mjl jd z c z z− + − −
+ −= ∈

= −∑ ∑


。                      (2) 

下面我们分析 ( )d z 在满足限定条件时，所含自由系数的个数。 

引理 3.1若对称的Laurent多项式 ( ) ( )21
0 1

nm mi l mj mn m
mi l mjl jd z c z z− + − −
+ −= ∈

= −∑ ∑


的最高幂次是 r，则 ( )d z 中

自由系数个数是 1r nm− + 。 
证： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

0

1 22 1

0

122 1

0

1

1 1

1 1

m nmi l mj mn m
mi l mj

l j

m nnmi l mj mn m
mi l mj

l j

mnnmn m mi l mj
mi l mj

l j

d z c z z

c z z z z

z z z z c z

−
+ − −

+ −
= ∈

−
+ − − −

+ −
= ∈

−
− − + −

+ −
= ∈

= −

= − + + +

= − + + +

∑∑

∑∑

∑∑













。 

因为 ( )d z 和 ( ) ( )22 11 1
nnmn mz z z z− −− + + + 是对称的 Laurent 多项式，所以

1
0

m mi l mj
mi l mjl j c z− + −
+ −= ∈∑ ∑  也 

是对称的 Laurent 多项式。注意到 ( )d z 的最高次数是 mi l mj+ − 的最大值与 nm的和。因此当限制 ( )d z 的

最高次数是 r 时，此时 mi l mjc + − 中下标 mi l mj+ − 的最大值是 r nm− 。因此， ( )d z 具有的自由系数个数是 1r nm− + 。

证毕。 
由引理 3.1 可知，当给定 m 重的细分生成函数 ( )a z 后，如果限定 ( )d z 的最高幂次是 r，则组成 ( )d z 的

中心差分的阶数应小于等于 2r/m。 
下面的定理给出了当采用中心差分形式的偏移量能够达到最高阶求和规则的 ( )a z 的形式。 
定理 3.2 若限定 m 重对称的细分掩模 ( )a z 和 2n 阶中心差分形式的偏移量 ( )d z 的最高幂次是 r，且

( ) ( )a z d z+  能具有支撑在 [ ],r r− 上生成函数的最高阶求和规则，则 ( )a z 至少具有 2n 阶求和规则。设 ( )b z

是支撑在 [ ],r r− 的对称生成函数中求和规则最高，则 ( )a z 具有形式 

( ) ( ) ( ) ( )22 11
01 1

nn mmn m mi l mj
mi l mjl ja z b z z z z z c z−− − + −
+ −= ∈

= − − + + + ∑ ∑


 

，系数 { },mi l mjc j+ − ∈ 自由的个数为

1r nm− + 。 
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证：根据文献[8]中的定理 2.1，在 [ ],r r− 上存在具有最高阶求和规则的对称的生成函数，记为 ( )b z ，

则当限定采用的偏移量是 2n 阶中心差分时， ( ) ( ) ( ) [ ].supp ,a z b z d z d r r= − ⊂ −  

 ，因此 ( )b z 的求和规则至

少是 2n 阶，同时 ( )d z 含有因子 ( )211
nmz z −+ + + ，因而 ( )a z 至少具有 2n 阶求和规则。 

代入 ( )d z 的形式有 ( ) ( ) ( ) ( )22 11
01 1

nn mmn m mi l mj
mi l mjl ja z b z z z z z c z−− − + −
+ −= ∈

= − − + + + ∑ ∑


 

，在对称的

( )b z 固定的情形下，由引理 3.1 知自由系数个数{ },mi l mjc j+ − ∈ 为 1r nm− + 。 

推论 3.3 在定理 3.2 的条件下，当 1n = 时， ( )a z 自由系数个数与 ( )d z 自由系数个数一致；当 1n > 时，

( )a z 自由系数个数大于 ( )d z 自由系数个数。 
证：首先 ( )a z 自由系数个数是 r nm n− + 。这是因为 ( )a z 可分解为 

( ) ( ) ( ) ( )
21 2 1

11
nn m n ma z mz m z z a z− − − −= + + + 

 。由 ( )a z 和 ( ) ( )21 11
nn m mmz z z− − −+ + + 的对称性知 ( )1a z

也是

对称的。易得 ( )1a z
的最高次数是 ( )1r n m r nm n− − = − + ，而 ( )1a z

的系数和是 1，因此 ( )a z 自由系数个

数是 .r nm n− +  
当 1n = 即采用二阶中心差分时，对任何对称的细分掩模 ( )a z 具有的自由系数个数与 ( )d z 自由系数一

致。当 1n > 时， ( )a z 自由系数个数是 1r nm n r nm− + > − + ，即大于 ( )d z 的自由系数个数。证毕。 
推论 3.2 从另一个方面表明若 ( )a z 不具有定理 3.2 中的形式时，则不能通过添加 2n 阶中心差分的形

式得到最高阶求和规则。例对具有四阶求和规则的二重细分生成函数 

( )
( ) ( )4 2 3 4 5 6

5

1 132 464 880 1091 880 464 132

40

z z z z z z z
a z

z

+ − + − + − +
= ，最高幂次 5r = ，计算知支撑在[−5, 5]

上具有最高阶求和规则的逼近型细分和插值型细分的生成函数分别是
( )10

5

1
512

z
z

+
和 

( ) ( )6 2 3 4

5

1 3 18 38 18 3

256

z z z z z

z

+ − + − +
。若采用四阶中心差分形式的偏移量 

( )
( ) ( ) ( )4 4 2

1 0 1
5

1 1z z d zd z d
d z

z

− + + +
= ，则无论 0 1,d d 取何值， ( ) ( )a z d z+  都无法得到

( )10

5

1
512

z
z

+
或 

( ) ( )6 2 3 4

5

1 3 18 38 18 3

256

z z z z z

z

+ − + − +
。原因在于 ( ) ( )

10

5

1
512

z
a z

z
+

−  和
( ) ( )

( )
6 2 3 4

5

1 3 18 38 18 3

256

z z z z z
a z

z

+ − + − +
− 

中因式1 z− 的幂次都是 2，不是 4。 
当采用的是 2 阶中心差分即 1n = 时，我们可以得到相应的线性方程组的形式： 
定理 3.4 对任意正奇数 s 和中心对称列向量 b ，且向量 b 所有元素的和为 0，系数矩阵 A 满足 

( )2

1
2 1

1 2 1

1 2 1
1 2

1 s s+ ×

 
 − 
 −
 
 
 −
 

− 
 
 

=A   

， 

则线性方程组 =Ax b 有中心对称解。 
证：对任意正奇数 s，利用中心对称的向量 b ，构造一个 Laurent 多项式 
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( ) ( )
( )1 1

11
s s

ssb z b z b z− + +
+− += + +

 。 

显然 ( )b z 的系数和为 0，即 ( )1 0b = 。 ( )b z 的系数是对称的，由文献[8]知 ( )1 0b′ = 。因此 ( )b z 含有因

子 ( )21 1z z− − ， ( )b z 可以分解为 ( ) ( ) ( )21 1 s s
s sb z z z x z x z− −

−= − + +

 。由 ( )b z 的系数对应关系可知，

( )T, ,s sx x x−=  就是该线性方程组的解。由 ( )b z 和 ( )21 1z z− − 的对称性知 x 是中心对称的。 
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