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Abstract 
In this paper, the sufficient and necessary conditions of nonnegative Hamilton matrix are proved. 
Secondly, the problem of when the algebraic index of the eigenvalue of a class of Hamilton matrix 
is one is studied and the sufficient conditions are given. 
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摘  要 

本文首先证明了非负Hamilton矩阵可逆的充分必要条件。其次研究了一类Hamilton矩阵特征值的代数

指标何时为1的问题，并给出了特征值的代数指标为1的充分条件。 
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1. 引言 

英国数学家 W. R. Hamilton 根据光学与力学之间的深刻联系，对经典力学进行了创造性的研究得到

了与 Newton 力学、Lagrange 力学等价的又一种力学表述——Hamilton 力学。Hamilton 力学以其严谨、

对称的数学框架成为经典力学史上的美妙理论，并最终成为量子力学等许多学科的理论基础。量子力学

创始人薛定谔曾说“Hamilton 原理已成为现代物理的基石，如果想要用现代理论解决任何物理问题，首

先得把它表示成 Hamilton 形式”[1]。Hamilton 系统是 Hamilton 力学的数学表示，它在数学、物理和力

学领域具有广泛应用。有限维线性 Hamilton 系统是 Hamilton 系统里最简单且最基本的形式，该系统对应

的系数矩阵为如下形状的 2 2n n× 矩阵： 

,
A B

H
C A∗

 
=  − 

 

其中 ,B C 是 Hermite 矩阵， *A 是 A 的共轭转置，此时称 H 为 Hamilton 矩阵。Hamilton 矩阵的特征值问

题以及可逆性问题在代数方程求解问题、控制论以及辛几何等领域有重要应用[2]。 
据我们所知，矩阵特征值的代数重数与几何重数在研究矩阵若当标准型、对角化以及在可修复系统，

向量型 Sturm-Liouville 问题，迁移理论等领域也具有重要应用。一般情况下，矩阵的代数重数与几何重

数不一定相等。但是，当特征值的代数指标为 1 的时候，代数重数与几何重数相等，此时不存在广义特

征向量。因此本文研究了 Hamilton 矩阵特征值的代数指标何时为 1 的问题，给出了 Hamilton 矩阵特征值

的代数指标何时为 1 的一些充分条件。 

2. 预备知识 

为了证明主要结论首先给出下列定义及引理。 
定义 1：设 n nD C ×∈ 为 Hermite 矩阵，如果对任意的 0 nx C≠ ∈ 都有 

( )* *0 0 ,x Dx x Dx> ≥  

则称 D 为 Hermite 正定矩阵(半正定矩阵) [3]。 

定义 2：分块矩阵 *

A B
H

C A
 

=  − 
，则其中 ,B C 是 Hermite 矩阵， *A 是 A 的共轭转置，此时称 H 为

Hamilton 矩阵。如果 ,B C 是 Hermite 半正定矩阵，则称 H 为非负 Hamilton 矩阵[4]。 

定义 3：设 Cλ∈ ，使得 

( ) ( )1, , ,K KN D N Dλ λ+=  

成立的最小的非负整数 K 称为 λ 的代数指标，记为 ( )P Dλ ，其中 

( ) ( ){ }, 0 .KKN D u D I uλ λ= − =  

引理 1：设 D 是复数域上的 n nC × 的矩阵，如果对任意的 ( ),u N D λ∈ 存在 ( )*,Kv N D λ∈ 使得 * 0v u ≠ ，

则 D 在 λ 处的代数指标不超过 K ，特别的，若 1K = 则 D 在 λ 处的代数指标为 1。 
证明：假定 ( ) 1P D Kλ = + ，则存在 ( )1

0 ,Ku N D λ+∈ 使得 
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( ) ( )1
0 00,   0,K KD I u D I uλ λ+− = − ≠  

即 ( ) ( )0 ,KD I u N D Iλ λ− ∈ 。根据给定条件，存在 ( )*,Kv N D λ∈ 使得 

( )*
0 0,Kv D I uλ− ≠  

两边取共轭转置得 

( )*
0 0,

K
u D I vλ∗ − ≠  

这与 ( )*,Kv N D λ∈ 矛盾。从而 ( )P D Kλ ≤ 。 

引理 2： n nD C ×∈ 是 Hermite 半正定矩阵，如果存在向量 0x 使得 *
0 0 0x Dx = ，则 0 0Dx = 。 

证明： n nD C ×∈ 是 Hermite 半正定矩阵，因此，存在矩阵 n nP C ×∈ ，使得 *D P P= ，即得 

( )** * *
0 0 0 0 0 0 0,x Dx x P Px Px Px= = =  

故 

0 0,Px =  

两边同乘矩阵 *P 得 
*

0 0 0.P Px Dx= =  

3. 主要结果及其证明 

定理 1：设 2 2
*

n nA B
H C

C A
× 

= ∈ − 
是非负 Hamilton 矩阵，则 H 可逆当且仅当 

( ) ( ) { }0N A N C =  
且 ( ) ( ) { }* 0N A N B = 。 

证明：必要性。当 H 可逆时，假设 ( ) ( ) { }0N A N C ≠ ，则存在 ( ) ( )0x N A N B∈  使得 

0 00, 0.Ax Cx= =  

令 [ ]T0 0u x= ，则有 

00
*

0

0.
0

AxA B x
CxC A
    

= =    −     
 

这与 H 可逆矛盾，假设不成立。 
同理可证 ( ) ( ) { }* 0N A N B ≠ 时与条件矛盾。由此可得 H 可逆时 

( ) ( ) { }0N A N C = 且 ( ) ( ) { }* 0 .N A N B =  

充分性。假设矩阵 H 不可逆，则存在 [ T
0 0 0u x y = ≠ ，使得 

*
0 0 0 00, 0.Ax By Cx A y+ = − =                             (3.1.1) 

第一式两边与 0y 作内积， 0x 与第二式两边作内积后两式相加得 

0 0 0 0 0,x Cx y By∗ ∗+ =  

由于 ,B C 是 Hermite 半正定矩阵，从而 
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0 0 0 00, 0,x Cx y By∗ ∗= =  

由引理 2 可知 

0 00, 0,Cx By= =  

进而代入式(3.1.1)得 
*

0 00, 0.Ax A y= − =  

则得出 

0 00, 0Cx Ax= =  

这与条件矛盾。结论证毕。 

定理 2：设 2 2
*

n nA B
H C

C A
× 

= ∈ − 
Hamilton矩阵，如果 B 是Hermite 正定矩阵且 1B A− 是 Hermite 矩阵，

则对任意 ( )0 Hλ σ≠ ∈ 有 ( ) 1P Hλ = 。其中 ( )Hσ 表示 H 的特征值集合。 

证明：对任意 [ ] ( )T ,u x y N H λ= ∈ ，考虑到 

*, ,Ax By x Cx A y yλ λ+ = − =  

以及 B 是 Hermite 正定矩阵，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 * 1 * * 1 * 1 * * * 1 0.x B x x A B x x B Ax x Cx x A B Axλ λ λ− − − −+ − − − =  

由于 ( )* 1x B Ax R− ∈ ，于是 

( ) ( )* * 1 * 1 0,x A B x x B Axλ λ− −− =  

且 ( )H R iRσ ⊂  。 

当 ( )H Rσ ⊂ 时，取
1 1B x B Ax

v
x

λ − − − −
=  

− 
，则 

( ) ( ) ( )* * 0,H v H v J H Jvλ λ λ− = − = + =  

其中 J 表示辛矩阵
0

0
n

n

I
J

I
 

=  − 
， nI 是单位矩阵。此时有 

( )
1 1

* * 1
1 1 , 2 0,

x B x B Ax
v u x B x

B x B Ax x
λ

λ
λ

− −
−

− −

  − − 
= = − ≠    − −    

 

由引理 1 可知， ( ) 1P Hλ = 。 

当 iRλ∈ 时，取
1 1B x B Ax

v
x

λ − − − +
=  
 

，则 

( ) ( ) ( )* * 0,H v H v J H Jvλ λ λ− = + = − =  

并且 

( )
1 1

* * 1
1 1 , 2 0,

x B x B Ax
v u x B x

B x B Ax x
λ

λ
λ

− −
−

− −

  − + 
= = ≠    −    

 

由引理 1 可知， ( ) 1P Hλ = 。结论证毕。 
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注：若把定理 2 的条件改成C 是 Hermite 正定矩阵且 1 *C A− 是 Hermite 矩阵，则同理可证定理 2 的结

论仍成立。 
定理 2 的条件是对 ( )0 Hλ σ≠ ∈ 来说的，而 ( )0 Hλ σ= ∈ 时定理 2 的结论不一定成立。下面给出具

体例子说明这一点。 

例 1：令 *

0
0 0

nA B I
H

C A
   

= =   −   
是 Hamilton 矩阵，则 B 是 Hermite 正定矩阵且 1B A− 是 Hermite 矩

阵，满足定理 2 的条件。然而，经计算易得 

1 2 0λ λ= =  

并且 

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

n nI I
H      

= =     
     

 

取 [ ]T0 0u x= ≠ ，其中 x 是 n 维非零向量，则 

[ ]T0 0,Hu x= ≠  

但 
2 0.H u =  

从而得矩阵 H 的 0λ = 的代数指标为 2。 
那么，当 0λ = 是 Hamilton 矩阵 H 的特征值时，代数指标何时为 1 呢？下面的定理将回答这个问题。 

定理 3：设 2 2
*

n nA B
H C

C A
× 

= ∈ − 
Hamilton 矩阵，如果 B 是可逆矩阵且 Hermite 矩阵 ( )1 * 1i B A A B− −−

或 ( )1 * 1i B A A B− −− − 为正定矩阵时，当 0λ = 是 Hamilton 矩阵 H 的特征值时 ( ) 1P Hλ = 。 

证明：对任意 [ ] ( )Tu x y N H= ∈ ，有 

*0, 0,Ax By Cx A y+ = − =  

得 
T1 ,u x B Ax− = −   

从而 

( )T1 *
1

0
,

0
n

n

I x
Ju B Ax x N H

I B Ax
−

−

     = = − − ∈     − −  
 

并且 

( ) ( )
1

* * 1 * 1
1 , 0,

x B Ax
Ju u x B A A B x

B Ax x

−
− −

−

  − 
= = − ≠    − −    

 

由引理 1 可知， ( ) 1P Hλ = 。结论证毕。 

注：若把定理 3 的条件改成C 是可逆矩阵且 ( )1 * 1i B A A B− −− 或 ( )1 * 1i B A A B− −− − 为正定矩阵，则同理

可证定理 3 的结论仍成立。 
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