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Abstract 
This paper studies the problem of alien organisms invading plants, considers plant species that 
carry pests and disease stages, establishes a model of biological invasive plant diseases and pests, 
and presents its disease-free balance point and positive balance point. By establishing proper 
Lyapunov functionals, the LaSalle invariant set theory and Liapunov stability theory are used to 
prove the global stability of the disease-free equilibrium. Through analysis of stability theory, a 
sufficient condition for the asymptotic stability of the positive equilibrium is obtained. 
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摘  要 

该文研究外来生物入侵植物问题，考虑携带有害生物和患病两个阶段的植物树种，建立了一类生物入侵

的植物病虫害模型，给出了其无病平衡点和正平衡点，通过建立适当的Lyapunov泛函，利用LaSalle不
变集原理和Liapunov稳定性理论证明了无病平衡点的全局稳定性，通过稳定性理论的分析，得到正平衡

点渐近稳定的充分条件。 
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1. 引言 

随着经济全球化的飞速发展，全球进出口贸易和境外旅游也在不断地增长，外来物种伴随着

这些活动在不同国家间的传入与转移不可避免。人们无心的行为就可能会携带外来有害生物，它

们以各种各样的形式“藏”在人们看不到的地方，从而被引入当前的生态圈，由于缺乏天敌，并

与当地的生物争夺食物或寄生在某生物体内，这些外来有害生物可能在短期内破坏当地生态圈的平

衡并严重危害当地生物，轻则影响当地经济地发展，重则破坏当地生态系统的平衡，甚至威胁人类

的生存。  
文[1]研究了具有潜伏期和染病期均具有传染力的 SEIR 模型的稳定性，文[2]研究了具有阶段结

构的病毒两种模型的稳定性，我们结合文[1] [2]的模型，同时参考文[3]、文[4]，对其模型做出了推

广，建立了一类生物入侵的植物病虫害模型，使其更接近于实际病虫害问题，结合文献[5] [6] [7] [8] 
[9]给出的稳定性分析方法讨论了平衡点的存在性和稳定性。 

2. 建立模型 

我们假定 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , , , 0,T t E t I t V t C t M∈ ，M 为任意整数且均在 [ )0,t∈ +∞ 连续，设定 ( )T t 是

正常易感树木数量， ( )E t 为被寄生树木数量， ( )I t 为患病树木数量， ( )V t 为使得树木患病的某种害

虫的数量， ( )C t 为投入的该害虫的天敌的数量，且其中 m 为树木的种植成活率， 1d 为树木的自然死

亡率， 2d 为该天敌的自然死亡率，r (r > 0)为患病树木的自愈率，n 为易感树木患病比例系数，ρ为
被寄生树木患病的比例系数， 0v 为害虫的自然繁殖率，我们把它设为某个常数( 0 0v > )， 1k 为害虫被

捕食系数， 0c 为天敌繁殖率，其中 1 2 0 1 0, , , , , , ,m d d n v k cρ 均为正数，其中 0 2c d> 。 

( )

1

1

1

0 1

0 1 2

d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d .
d

T m nTV d T rI
t
E nTV d E
t
I E d I rI
t
V v k VC
t
C c k VC d C
t

ρ

ρ

 = − − +

 = − +

 = − −



= −

 = + −

                              (1) 

3. 平衡点的存在性 

我们令 
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m nTV d T rI
nTV d E

E d I rI
v k VC
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 − + =
 − − =
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从(2)中的第四、第五个式子我们可以得到: 

* 0 0

2

c vC
d
+

= , 
( )

* 0 2

1 0 0

v d
V

k c v
=

+
, 

从(2)中的前三个等式易得到: 
当 0I ≠ 时， 

* *1dT E
nv
ρ+

= , ( )
( )( ) ( )( )

1*

1 1 1 1 1

mnv d r
E

nv d d r d d r d nvρ ρ ρ
+

=
+ + + + + +

, 
*

*

1

EI
d r
ρ

=
+

, 

故非零平衡点 ( )* * * * * *, , , ,P T E I V C= 。 

当 0I = 时，则 0V C= = ， 

0
1

mT
d

= , 0 0E = , 0 0I =  

故无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0,0P T= 。 

4. 平衡点分析 

定理 4.1：当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ), , , , 0,T t E t I t V t C t C∈ +∞ ，无病平衡点 0P 是全局渐进稳定的。 
证明，在无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0,0P T ，模型(1)等价于： 

( )

( )

( )

1 0

1

1

0 1

0 1 2

d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d .
d

T nTV d T T rI
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t
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t
C c k VC d C
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 = − − − +
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= −

 = + −

                            (3) 

设 ( ), , , ,T E I V C 是系统(3)的任意正解，构造 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( )( )1 1 11
0

0 0 0

ln
d r d r dd rT TW t E I
T Tr T T r r

ρ
ρ

+ + +  +
= − + + 

 
 

易知 ( ) lnf x x x= − 在 1x = 处取得最小值且 ( )1 1 0f = > ， ( )0,x∈ +∞ ，故 ( )0W t 在 0P 处取得唯一最

小值。注意 1 0 0m d T− = ，依据系统(3)的轨线计算 ( )0W t 的全导数： 

( ) ( ) ( )1 1
0

2
0 0

d r d
W t T T

r
+

′ = − − <  
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当且仅当 ( ) ( )0 ,0,0,0,0, , , ,T E I V C T= 时有 ( )0 0W t′ = ，由 LaSalle 不变集原理可知，系统(1)的无病

平衡点 0P 是全局渐近稳定的。 

在非零平衡点 ( )* * * * * *, , , ,P T E I V C 点处，系统(1)线性化为如下系统： 

( )

( )

( )

* *
1

* *
1

1

* *
1 1

* *
1 2 1

d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
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t
C k V d C k C V
t

ρ

ρ

 = − − − +



= + − +



= − −



= − −



= − +


                            (4) 

令 ( )T, , , ,X T E I V C= ，则系统(4)可转化为如下形式： 

 

* *
1

* *
1

1

* *
1 1

* *
1 1 2
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d
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d
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 = − − 
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 −                   

 (5) 

或 X AX′ = 。 
故系统(4)的雅可比矩阵即为 A 且其特征多项式 I Aλ − 如下， 
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1
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1
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有 
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其中 0 1a = ， 
* * *

1 1 1 1 23a k C k V V d d rρ ρ− + + + += + , 
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2 1 2 1 1 2 1 1

* 2 2 * *
1 1 1 1

3 2

3 2

a k d C k C k V d V d r d V

rV d rd d nr V d V

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ − + + + + +

+ + + + + + +

=
, 

( ) ( )(
)

* * * * * *
3 1 2 1 1 2 2 1

2 2 * 2 * 2 * 3
1 1 1 1 1 1 1

2 2 * 2 *
1 1 1 1 1

3 2

3 2

a k d C V d r k C k V d d V rV

d d r d r V d d V d V d

d d r rd V rV d r d r

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ + + + − + +

+ + + + + + + + +

+ + + + + +

=

, 

( )
( )(

)

* * * 2 2 *
4 1 2 1 1 1 1 1

* * 3 2 * 2 *
1 2 2 1 1 1

2 2 * 2 *
1 1 1 1

2 3 2a k d C d V rV d d r d r V d

k C k V d d d V d V

d d r rd V V r d r

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ + + + + + +

+ − + + +

+ + + +

=

+

, 

( )* 2 * 2 * 3 * 2 * 2
5 1 1 1 1 1 1 1 1 1a k d C d V d V d d rd V rV d r d rρ ρ ρ ρ ρ ρ+ + + + + + += . 

故可以得到: 
1) 令 1 1a∆ = ，则 

* * *
1 1 1 1 23k C k V V d d rρ ρ− + + + += +∆  

带入 * *,V C 可得： 

( ) ( )
2 2

1 0 0 0 2 0 2
1 1

2 0 0 1 0 0

)
3

(k v c c d v d
d

d c v k
r

c v
ρ

ρ
+ +

+ +
+ +

∆ = + +  

又 0 2c d> 且 1 1 2, ,, ,k d d rρ 均大于零，故 1 0∆ > 。 

2) 令 

1
2 1 2

3 2

0a
a a

a a
=∆ =  

由上一个式子的推导可知 1 0a > ，故判断 2a 的符号即可知 2∆ 的符号。 
由已知条件易知 * *,V C 均大于零，且 2 0d > ，带入 * *,V C 可得， 

( )
2 2

* * 1 0 0 0 2
1 1 2

2 0 0

( )
0

k v c c d
k C k V d

d c v
+ +

− + =
+

>
                   

 (7) 

2a 中其他各项均为正数，由(7)可知 2 0a > ，故 2 0∆ > 。 
3) 令 
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若 2 2
1 2 3 1 4 3 1 5 0a a a a a a a a− − + > ，由 Routh-Hurwitz 定理可知，(6)式的所有特征根都有负实部，则

非零平衡点 *P 是局部渐近稳定的。由此得到： 
定理 4.2：当 2 2

1 2 3 1 4 3 1 5 0a a a a a a a a− − + > 时，模型(1)的非零平衡点 *P 是局部渐近稳定的。 
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我们通过前面讨论，建立了一类生物入侵的植物病虫害模型，给出了其无病平衡点和正平衡点，

通过建立适当的 Lyapunov 泛函和 LaSalle 不变集原理证明了无病平衡点的全局稳定性，通过稳定性

第一近似方法研究了正平衡点的稳定性，当 2 2
1 2 3 1 4 3 1 5 0a a a a a a a a− − + > 时，正平衡点是渐近稳定的，

将不可避免的外来生物入侵问题转化为可以量化的模型，找到了控制病虫害的条件，因此我们可以

通过控制模型中具有实际意义的参数，控制病虫害问题，使得病虫害问题被控制在一个稳定状态下，

对于指导研究外来生物入侵问题具有很重要的意义。 
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