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Abstract 
CT systems have a wide range of applications in modern medicine and industry. This paper mainly 
studies parameter calibration and imaging information of a typical two-dimensional CT system. 
Firstly, the cubic spline interpolation method is used to calculate the distance between two ad-
jacent units of the system detector and the center of rotation of the system. Secondly, the rela-
tionship between the original data obtained after the X-rays pass through the homogeneous 
medium and the received information obtained after processing such as gain is analyzed. Fi-
nally, a new template is designed with the center of the square tray as the center, and the three 
radius-proportioned circles are arranged in a regular triangle. 
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摘  要 

CT系统在现代医学和工业中具有广泛的应用。本文主要研究一种典型的二维CT系统的参数标定和成像信

息。首先运用三次样条插值的方法计算出系统探测器相邻两单元之间的距离以及该系统的旋转中心。其
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次分析出X射线穿过均匀介质后探测器上得到的原数据与经过增益等处理后得到的接收信息的关系。最

后设计出以正方形托盘的中心为中心，三个半径成比例的圆呈正三角形排列的新模板。 
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1. 引言 

CT (Computed Tomography)技术是 20 世纪 50 至 70 年代通过核物理、核医学等领域的一系列研究和

实验发明的，它有效地克服了传统的 X 射线呈现的图像虽具有一定的分辨率，但仍不够清晰的缺点[1]。
X 射线的发射器和探测器相对位置固定不变，整个发射–接收系统绕某固定的旋转中心逆时针旋转 180
次。对每一个 X 射线方向，在具有 512 个等距单元的探测器上测量经位置固定不动的二维待检测介质吸

收衰减后的射线能量，并经过增益等处理后得到 180 组接收信息，如图 1 所示。 
CT 系统安装时往往存在误差，从而影响成像质量，因此需要对安装好的 CT 系统进行参数标定，即

借助于已知结构的样品(称为模板)标定 CT 系统的参数，并据此对未知结构的样品进行成像。 

2. 模型假设 

1) 假设 X 射线穿过空气介质时能量不衰减； 
2) 不考虑光的反射、散射、衍射等光学现象对 X 射线的影响； 
3) 不考虑噪声对 X 射线传播的影响。 

 

 
Figure 1. Schematic diagram of CT system 
图 1. CT 系统示意图 
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3. 问题重述 

我们通过建立相应的数学模型和算法，解决以下问题： 
1) 在正方形托盘上放置两个均匀固体介质组成的标定模板，模板的几何信息如图 2 所示，其中每一

点对应的数值反映了该点的吸收强度，称为“吸收率”。根据这一模板及其接收信息，确定 CT 系统旋转

中心在正方形托盘中的位置、探测器单元之间的距离以及该 CT 系统使用的 X 射线的 180 个方向。 
2) 利用上述 CT 系统得到某未知介质的接收信息的数据。利用(1)中得到的标定参数，确定该未知

介质在正方形托盘中的位置、几何形状和吸收率等信息。另外，请具体给出图 3 所给的 10 个位置处的

吸收率。 
 

 
Figure 2. Schematic diagram of template (Unit: mm) 
图 2. 模板示意图(单位：mm) 

 

 
Figure 3. Schematic diagram of 10 locations 
图 3. 10 个位置示意图 
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3) 利用上述 CT 系统得到另一个未知介质的接收信息的数据。利用(1)中得到的标定参数，给出该未

知介质的相关信息。另外，请具体给出图 3 所给的 10 个位置处的吸收率。 
4) 分析(1)中参数标定的精度和稳定性。在此基础上自行设计新模板、建立对应的标定模型，以改进

标定精度和稳定性，并说明理由。 

4. 模型的建立与求解 

4.1. 问题 1 的求解 

在正方形托盘上放置两个均匀固体介质组成的标定模板，模板的几何信息如图 2 所示，根据这一模

板及其接收信息，确定 CT 系统旋转中心在正方形托盘中的位置、探测器单元之间的距离以及该 CT 系统

使用的 X 射线的 180 个方向。 
此题用三次样条插值求解[2] [3] [4]，其相关定义如下：  
设在区间 [ ],a b 上有如下分割 ∆： 1 2 na x x x b= ≤ ≤ ≤ = ，如果函数 ( )f x 满足如下两个条件： 

1) ( )f x 具有连续的二阶导数，即 ( )f x ， ( )f x′ 和 ( )f x′′ 均在区间 [ ],a b 上连续； 

2) ( )f x 在每一个小区间 1,j jx x +   ( 0,1, 2, ,j n=  )是一个三次多项式，则称 ( )f x 是一个三次样条函

数。 
若对于一个函数 ( )S x ，上述三次样条函数 ( )f x 的函数坐标 ( )( ),i ix f x 满足 ( ) ( )i if x S x=

( 0,1, 2, ,i n=  )，则称 ( )f x 为 ( )S x 关于分割 ∆的一个三次样条插值函数。 

三次样条插值适用于分段插值生成的曲线在相邻区间的连接处也光滑的情形，我们根据 EU 列的数

据绘制出分段插值曲线，如图 4 所示。 
此题分段插值产生的曲线恰满足上述样条插值的特征，因而可以使用三次样条插值的方法来确定： 
1) 找出探测器接受信息中所有数据中的最大值所对应的列。 
2) 确定 X 射线经过小圆介质在探测器上的垂直投影所对应的探测器单元为 46~74，以万分之一为步

长，进行三次样条插值。 
 

 
Figure 4. Segmented difference curve corresponding to EU column reception information 
图 4. EU 列接收信息对应的分段差值曲线 
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3) 找出三次样条插值函数所对应的最大值和迭代的次数。 
4) 得出小圆的圆心在探测器上的垂直投影所对应的探测器编号 x 

x = 46 + (迭代次数 − 1) × 步长 

5) 确定 X 光经过椭圆介质在探测器上的垂直投影所对应的探测器单元为 169~277，以万分之一为步

长，进行三次样条插值。 
6) 找出三次样条插值函数所对应的最大值和迭代的次数。 
7) 得出椭圆的中心在探测器上的垂直投影所对应的探测器编号 y 

y = 169 + (迭代次数 − 1) × 步长 

8) 已知小圆的圆心和椭圆的中心之间的距离是 45 mm，计算探测器两相邻探测单元的距离 d，为

45d
x y

=
−

，如图 5 所示。 

9) 计算 CT 系统旋转中心的横坐标 cx  

( ) 4550 256.5cx x
x y

= − − ×
−

 

10) 顺时针旋转 90˚，确定 X 射线经过椭圆介质在探测器上的垂直投影所对应的探测器单元编号为

90~378，以万分之一为步长，进行三次样条插值。 
11) 找出三次样条插值函数所对应的最大值和迭代的次数，以得到椭圆中心在探测器上的垂直投影

所对应的探测器单元编号 z 
z = 90 + (迭代次数 − 1) × 步长 

12) 计算 CT 系统旋转中心的纵坐标 cy  

( ) 4550 256.5cy z
x y

= + − ×
−  

 

 
Figure 5. Principle of distance calculation between detector units  
图 5. 探测器单元之间的距离计算原理图示 
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我们用 MATLAB 求得 60.2822x = ， 222.8767y = ， 0.2768d = ， 40.6943cx = ， 235.0094z = ，

55.9478cy = 。 
由模板示意图和 X 射线的能量衰减规律并通过计算可知，椭圆的长轴为 80 mm，而椭圆的短轴长与

圆的直径的和为 38 mm。通过比较，当 X 射线的方向与椭圆的长轴方向平行时，探测器的接收信息值最

大。在第一个模板的接收数据中，找出所有接收信息中的最大值为 141.7794，它位于第 233 行 EU 列(即
151 列)。 

CT 系统是均匀旋转的，所以我们可以认为该 CT 系统每一次旋转的角度为 1˚。如图 6，我们定义 CT
系统使用的 X 射线的初始方向为 θ。第一个模板的接收数据中数据的最大值位于 EU 列(即第 151 列)，该

列数据可视为 X 射线从初始位置逆时针旋转 150 次(即 150˚)得到的。因而将图 7 中 X 射线的方向顺时针

旋转 150˚后就是我们所要得到的该 CT 系统的初始位置。 
如图 6，记椭圆长轴的下半轴为 0˚，则 X 射线初始位置的 30θ =  ，该 CT 系统使用的 X 射线的 180

个方向 ( )0 180n nθ < ≤ 为 

( )30 , 0 180n n nθ = + < ≤  

4.2. 问题 2 的求解 

由物理学中 X 射线的能量衰减规律知：X 射线在穿过均匀介质时其能量的衰减率与能量本身的关系

式为： 
 

 
Figure 6. Definition of θ 
图 6. θ的定义 

 

 
Figure 7. Position of receiver corresponding to the EU column 
图 7. EU 列对应的接收器的位置 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.74049


李好阳 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.74049 394 应用数学进展 
 

0
0e

dI I µ−=  

在穿过非均匀介质时 X 射线的能量衰减率与能量本身的关系式为： 

( ) ( )d
0e L x xI x I µ−∫=  

4.2.1. 增益处理的探究 
标定模板是由两个均匀固体介质组成的，X 射线穿过它的长度 d 与探测器接收到的原数据是一

一对应的，但是，探测器接收到的原数据与实际接收到的数据并不相等，由题目知实际的接收信息

是探测器接收到的原数据经过增益等处理后得到的，我们通过函数拟合的方法给出这种增益处理的

量化表达。 
1) 计算 X 射线被标定模板所截长度 id  
问题 1 中的标定模板是均匀固体介质，且由第 1 个模板的接收数据知在有介质的位置 X 射线吸收率

0 1µ = ，在无介质的位置 X 射线吸收率 0 0µ = 。相对于椭圆而言，计算 X 射线被圆所截的长度的误差更

小且更容易计算。因此我们计算 X 射线被圆所截的长度，即圆的弦长 id 。 
在某个方向上，通过确定圆心在探测器上的垂直投影的位置编号 x(由三次样条插值法得到)来判断穿

过圆的 X 射线对应的探测器单元的位置 ix ，并且利用圆的平分弦定理计算探测器单元所在直线被圆所截

的弦长 id ，其计算公式如下： 

( ) 222i id r x x d = − − ×   

其中 r 为圆形介质的半径，本题中 2r = ，d 为相邻两个探测器之间的距离，本题中 0.2768d = 。在第

一个模板的接收数据中随机找一列如 EU 列，分别计算每个 ( )1 46 74ix i≤ ≤ 对应的 1id 。再通过计算每个

方向上穿过圆的所有 X 射线对应的探测器接收点相距最远两个的接收信息的差值，筛选出其中最小的列

为第 DX 列，并计算该列中 ( )2 46 74ix i≤ ≤ 对应的 2id 。 
2) 寻找 id 与探测器的接收信息 iy 之间的关系 
将第一个模板的接收数据中 EU 列和 DX 列中满足 46 74i≤ ≤ 的 1iy 和 2iy 分别与(1)中得到的 1id ， 2id

进行函数拟合，分别如图 8、图 9 所示： 
由图可得， id 与探测器的接收信息 iy 存在明显的线性关系，且函数图像的截距很小，对函数的影响

忽略不计。因为此时介质的吸收率为 1，从而穿过的均匀介质长度等于探测器上得到的原数据。从而，X
射线穿过均匀介质后探测器上得到的原数据与经过增益等处理后得到的接收信息成近似正比关系。 

radon 变换及其逆变换具有线性[5]，从而对接收信息进行 radon 变换的逆变换得到的值与对未处理的

原数据进行 radon 变换的变换后得到的值作比，其比值为一个常数，该常数为拟合图像的斜率，近似于 2。 
3) 计算问题 2 中 X 射线穿过某未知介质后探测器上得到的原数据 
利用(2)中的结论，X 射线穿过介质后探测器上得到的原数据与经过增益等处理后得到的接收信息成

近似正比关系，我们可以推算出问题二中的接收信息所对应的原数据。 

4.2.2. 对未知介质的重构 
radon 变换和其逆变换被广泛应用于医学成像、光学和全系干涉量度学等领域中进行图像分析和信号

重构，其原理如下[6]： 
1) 对椭圆介质进行 radon 变换得到一个与介质中心和旋转角度有关的函数 
二维的 radon 变换表示为如下的线积分： 

( ) ( ) [ ] [ ]
,

, d , , , 0,π
L

p f x y s R R
φ ρ

φ ρ ρ φ= ∈ − ∈∫                       (2.1)
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Figure 8. EU column fitting image 1 11.7777 0.0356i iy d= −  
图 8. EU 列拟合图像 1 11.7777 0.0356i iy d= −  

 

 
Figure 9. DX column fitting image 2 21.7715 0.0077i iy d= +  
图 9. DX 列拟合图像 2 21.7715 0.0077i iy d= +  

 
其中 

( ){ }, , cos sinL x y x yφ ρ φ φ ρ= + =
                            

(2.2) 
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是在平面上，将直线 L 进行参数化后得到的表达式。ρ是原点到直线 L 的距离，φ是直线 L 与 x 轴正

半轴的夹角。 

( ),f x y 表示均匀椭圆介质的吸收率，其满足如下条件：
 

( ) ,
,

0,
c

f x y


= 


在  

在介 外

介质内
质  

( ) ,
,

0,
c

f x y


= 


在  

在介 外

介质内
质

                                (2.3) 

当椭圆介质的中心记为坐标原点 ( )1 1 0x y= = ，旋转角度在初始位置时，将(2.3)和(2.2)式代入(2.1)式
可得

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2 ,

0,

cAB a a
apφ

φ ρ ρ φ
φρ

 − ≤= 

 其他  

当且仅当 ( )2 2 2 2 2cos sina A Bφ φ φ= + 时等号成立。(其中 A、B 分别为椭圆介质的半长轴与半短轴的

长度。) 
如果中心为 ( )1 1,x y 且旋转 α度，同样地将将(2.3)式和(2.2)式代入(2.1)式可得 

( ) ( ) 2 2 1 1
1 1

1

cos , , tan yp p s cr s x y r
xφ φ αρ ρ φ −

−

 
= − − = + =  

   
引入狄拉克函数 ( ),x yδ ，(2.1)式等价于 

( ) ( ) ( ), cos sin d dp f x y x y x yφ ρ δ φ φ ρ
∞ ∞

−∞ −∞
= + −∫ ∫  

将其与
( )

,
, d

, 0e
I x y s

I I φ ρ
µ

φ ρ

−∫
= 联立可解得: 

( ) ( ), ,f x y x yµ= , ( ) ,

0

log
I

p
I
φ ρ

φ ρ = − ,
 

即： 

( ) ( ) [ ]
,

, d , , , 0 ,π
L

p x y s R R
φ ρ

φ ρ µ ρ φ  = ∈ − ∈ ∫ 

 
2) 将上述 radon 变换得到的函数进行一维傅里叶变换，得到二维傅里叶变换的一个切片。 
由傅立叶切片定理知：某图像函数 ( ),x yµ 在某一方向上的投影函数 ( )pφ ρ 的关于 ρ的一维傅立叶变

换，给出 ( ),x yµ 的二维傅立叶变换 ( ),F u v 的一个切片，该切片与 u 轴相交成φ角，且通过坐标原点。具

体表达式为： 

( ) ( ) ( )2π
cos , sin

ˆ e d ,i
u v

p p F u vωρ
φ φ ω φ ω φ
ω ρ ρ

∞ −
= =−∞

= =∫  
3) 在全部 180 个方向上进行上述变换，拼接起来构成一个立体图形。 
对平面上 180 个不同的φ对应的 ( ) ( ), cos , sinu v ω φ ω φ= 在二维傅立叶空间上，关于 u 轴进行旋转形成

的截面进行拼接重构得到一个立体图形。
  

即 ( ) ( )ˆ cos , sinp Fφ ω ω φ ω φ= , ( )0,πφ ∈ , ( ),ω∈ −∞ +∞  

4) 通过 radon 变换的逆变换，并添加色阶，得到色阶图。 
radon 变换的逆变换还原出介质的几何形状，通过添加色阶，得到一个色阶图。其中，radon 变换的
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逆变换公式为： 

( )
( )

( )
2π

2 0

1, d d
cos sin4π

p
x y

x y

φ ρ
ρµ φ ρ

ρ φ φ
+∞

−∞

∂
∂=

− +∫ ∫
 

在实际的操作过程中，我们对探测器接收的数据进行 radon 变换的逆变换，发现得出的图形并不与

问题一中的初始方向一致，如果我们强制将其角度旋转 30˚，会造成数据的丢失(圆形介质区域的接收信

息丢失)。但是，第一个模板和第二个模板的接收数据的矩阵边缘部分均为 0。因此，我们可以通过添加

零元素来扩大第二个模板的接收数据的矩阵的维数，再对矩阵进行切割，以此来避免数据的丢失。具体

求解过程如下： 
1) 将第二个模板的接收数据每一列增加 100 个零，共计 180 列，得到一个新的矩阵。 
2) 对新的矩阵进行 radon 变换的逆变换，顺时针旋转 30˚，得到的图形即为我们所要的初始方向。 
3) 对 2)所得的矩阵进行切割，并使切割之后的矩阵成为一个 256 256× 的矩阵，根据第 1 个模板和第

2 个模板的接收数据之间的关系，对矩阵的数据进行增益处理，得到一个新的矩阵，该矩阵中的数据即

为我们所求的吸收率。 
4) 由于标定模板是100 100× 的，所以我们需要对给定的十个坐标数据扩大 2.56 倍，并进行相应的坐

标变换，使得矩阵的(0，0)位置与我们之前建立坐标系的原点重合，进而求得给定的十个坐标数据以及所

给的 10 个位置的吸收率。 
基于上述四步，我们求得的结果如下：

 a) 该未知介质的几何形状及在正方形托盘中的位置如图 10 所示。 
b) 该未知介质在图 3 所给的 10 个位置处的吸收率分别是(见表 1)。 

4.3. 问题 3 的求解 

与问题 2 的解题思路基本一致，不同的是两个介质的接收信息。 
 

 
Figure 10. Medium geometry 
图 10. 介质的几何形状 
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Table 1. Absorption rate at 10 locations 
表 1. 10 个位置的吸收率 

横坐标 x 纵坐标 y 吸收率 横坐标 x 纵坐标 y 吸收率 

10 18 0 50 75.5 1.356464 

34.5 25 0.995888 56 76.5 1.282254 

43.5 33 0 65.5 37 0 

45 75.5 1.179316 79.5 18 0 

48.5 55.5 1.046812 98.5 43.5 0 

 

 
Figure 11. Medium geometry 
图 11. 介质的几何形状 

 
Table 2. Absorption rate at 10 locations 
表 2. 10 个位置的吸收率 

横坐标 x 纵坐标 y 吸收率 横坐标 x 纵坐标 y 吸收率 

10 18 0.027 50 75.5 2.9472 

34.5 25 2.459 56 76.5 6.2071 

43.5 33 6.8995 65.5 37 0.0319 

45 75.5 0.0357 79.5 18 6.7262 

48.5 55.5 0.3332 98.5 43.5 0 

 
1) 该未知介质的几何形状及在正方形托盘中的位置如图 11 所示(见表 2)。 
2) 该未知介质在图 3 所给的 10 个位置处的吸收率分别是(见表 2)。 

4.4. 问题 4 的求解 

CT 的扫描、重建、显示等参数对图像质量、机器负荷、辐射剂量的影响存在着相互依赖又相互制约

的关系[7] [8]。以下几个因素会对参数标定的精度和稳定性产生影响： 
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Figure 12. Schematic diagram of new template 
图 12. 新模板示意图 

 
1) 模板具有多条对称轴，以确保能找出多组容易比较的数据进行分析。 
2) 模板所占的面积应该足够多，以确保能使得数据经过重构处理后的图像更趋近于光滑，从而减小

边缘的误差。 
3) 模板应该具有一定的弧度，以确保能使得数据有起伏，具有区分度。 
为了更好的改进参数标定的精度和稳定性，我们设计了这个模板，以正方形托盘左下角为原点建立

直角坐标系，模版以 ( )50,50 为中心的三个圆(半径分别为 3，4，5 mm)呈正三角形排放。记 X 射线与 x
轴的夹角为 θ。探测器从与 x 轴垂直时开始向逆时针方向旋转。当探测器每旋转 60˚时，其检测到的数据

会出现容易比较的情况，呈现一定的变化规律。 
在问题一中，方向的确定仅仅依靠在接收信息中找出最大值所在的角度，以此角度当作垂直正方形

托盘过长轴的角度，从而逆推回探测器的初始方向。而当容易提取的数值所对应的角度多了，可以通过

多组数据来确定初始方向，这样可以减少误差，得到更精确的初始角度，使数据更接近准确值。 
圆可以使角度变化时所对应的探测器的接收信息呈现出连续的趋势，这样可以在 radon 逆变换后所

得的边缘处的数值偏差降低。多个圆可以增大所占面积，从而得到充分多的数据。而呈正三角形的排放

可以使得它具有多条对称轴。如图 12 所示。这些都改进了标定的精度和稳定性。 
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