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Abstract 
We consider a single machine scheduling problem with learning effect and deterioration effect. 
The actual processing time of a job is a convex function of the resource amount allocated to it. All 
jobs have a common due-window. The actual processing time of each job is a convex function de-
pendent on the workload of the job, its starting time and its allocation of non-renewable resource. 
We consider three models. For the first we aim to minimize the weighted costs of earliness, tardi-
ness, the starting time of the common due-window, the size of the due-window, the makespan and 
the total completion time. For the second, we constrain the total resource amount to minimize the 
weighted costs of earliness, tardiness, the starting time of the common due-window, the size of the 
due-window, the makespan and the total completion time. For the third, we are subject to the con-
straint that the total cost with early and tardy cost is less than or equal to a fixed amount to mi-
nimize the total resource. We show that the problems are polynomial solvable by transforming 
them into matching problems. Three optimal algorithms are given. 
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摘  要 

讨论具有学习效应和退化效应且工件的加工时间依赖于资源分配的单机排序问题。在凸资源消费函数条

件下研究目标函数，所有工件有一个公共工期窗口，工件的实际加工时间依赖于分配给工件的任务量以

及不可再生资源数量，同时依赖于工件的开始加工时间，分别考虑了三种情况，第一种是使带有提前，

延误，公共工期开始时间，工期窗口大小，资源成本费用，最大完工时间以及总完工时间和最小的问题；

第二种是资源费用受限的情况下，极小化带有提前，延误，公共工期开始时间，工期窗口大小，资源成

本费用，最大完工时间以及总完工时间和问题。第三种是在带有提前，延误等总费用受限的情况下，极

小化总资源量。将上述三种问题转化为匹配问题，并证明其是多项式时间可解的，分别给出三个最优算

法。 
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1. 引言 

在经典排序问题中一个公认的假设是工件的加工时间不受其他因素影响，即为一个恒定的常值，但

在实际生产过程中，会经常遇到工件的实际加工时间可变的情况。影响工件的实际加工时间因素多种多

样，如因机器老化而造成的退化效应或因工人反复操作提高技术而产生的学习效应，或资源分配等情况。

Biskup [1]，Gawiejnowicz [2]，Shabtay [3]分别研究了工件加工时间变化的问题。Wang and Wang [4] [5]
研究了工件的加工时间依赖于退化效应和资源分配的情况。Wang，Wang and Ji [6]研究了单机排序问 
题，且工件 jJ 的实际加工时间的表达式为 j j j jP a r bt uα β= + − 其中 0ja ≥ 表示工件 jJ 的正常加工时间，t

为工件 jJ 的开始加工时间， 0α ≤ 为学习指数，r 为工件 jJ 所在的序列位置， 0b ≥ 为所有工件的退化率，

ju 为分配给工件 jJ 的不可再生资源数量， jβ 为正参数。文献[7] [8] [9]相继研究了带有三种交货期的单机

排序问题，其中 Sun [10]中工件 jJ 的实际加工时间为

m

j
j

j

a
P bt r

u
α

  
 = +     

，目标是极小化带有提前、延误、

交货期和资源总费用的和。 
近年来带有工期窗口和资源分配的单机排序问题逐步进入了人们的视野。文献[11] [12] [13] [14] [15]

所研究问题中，如果一个工件在工期窗口开始之前完工，则相应受到提前惩罚。如果一个工件在工期窗

口结束之后完工，则相应接受延误惩罚，如果一个工件在工期窗口之内完工，则无需接受惩罚。本文研

究的是工件的加工时间受学习效应、退化效应以及资源分配的影响。所有工件有一个公共工期窗口，我

们需要确定最优工期窗口位置以及大小，最优资源分配方案及最优排序。分别考虑了三种情况，第一种

是使带有提前，延误，公共工期开始时间，工期窗口大小，资源成本费用，最大完工时间以及总完工时

间和最小的问题；第二种是资源费用受限的情况下，极小化带有提前，延误，公共工期开始时间，工期

窗口大小，资源成本费用，最大完工时间以及总完工时间和问题。第三种是在带有提前，延误等总费用
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受限的情况下，极小化总资源量。证明所研究的三种问题是多项式时间可解的并给出三个最优算法。 

2. 问题描述 

考虑如下的问题：n 个独立且在零时刻到达的工件 { }1 2, , , nJ J J J= ⋅ ⋅ ⋅ 需要在一台机器上加工，在同一

时刻机器最多只能加工一个工件，所有工件必须连续加工不能中断。本文中凸资源消耗模型中工件 jJ 的

实际加工时间表达式为 

( ), , , 0, , 1,2, ,
m

jA
jr j j j

j

a
p t u bt r a u r j n

u
α

  
 = + > = ⋅ ⋅ ⋅     

 

其中 0ja ≥ 是一个表示分配给工件 jJ 工作量的正参数，m 表示一个恒定的正值， 0α < 表示学习指数，

0ju > 为分配给工件 jJ 的不可再生的资源数量，r 为工件 jJ 所在位置，工件 jJ 的开始加工时间为 ( )0t t ≥ ，

0b > 为公共退化率。 
对 于给 定 排 序 ( )1 2, , , nJ J Jπ = ⋅ ⋅ ⋅ ，令 ( )j jC C π= 表 示 工件 jJ 在 排序 π 下 的 完 工时 间，

{ }max max | 1,2, ,jC C j n= = 
， 1

n
jjTC C

=
= ∑ 分别表示最大完工时间和总完工时间。所有的工件有一个公

共工期窗口 [ ],d ω ， ( )0d d > 和 ( )dω ω > 分别表示工期窗口开始时间和结束时间， D dω= − 表示工期窗

口的大小。如果一个工件在工期窗口开始时间 d 之前完成，则会导致提前惩罚，另一方面，如果一个工

件在工期窗口结束时间 ω之后完工，则会造成延误惩罚。对于给定排序 [ ] [ ]( )1 , , nJ Jπ =  ，我们用 [ ]jE 和 [ ]jT

分别表示提前量和延误量，即 [ ] [ ]}{max 0,j jE d C= − ， [ ] [ ] }{max 0,j jT C ω= − ，其中 [ ]j 表示工件在排序 π

下的第 j 个位置。决策变量为 π，d，u，ω。 
问题 1：目标是求出最优资源分配 ( )1 2, , , nu u u u∗ ∗ ∗ ∗= 

和最优工件排序，最优交货期窗口位置 d，ω，

使带有提前、延误、工期窗口位置、工期窗口大小、资源总费用，最大完工时间以及总完工时间的总和

最小，即目标函数为 

)1 1 max 21(n
j j j jjZ E T d D v u C TCα β γ δ µ µ

=
= + + + + + +∑  

其中 1 20, 0, 0, 0, 0, 0, 0jvα β γ δ µ µ> > > > ≥ ≥ ≥ 为给定常数。 

问题 2：目标是在资源消耗总费用不大于常数Û 的前提下，求出最优资源分配方案和最优工件排序，

最优交货期窗口位置 d，ω，使带有提前、延误、工期窗口位置、工期窗口大小、总完工时间、完工时间

绝对差的总和最小，即目标函数为 

( )2 1 max 21
n

j jjZ E T d D C TCα β γ δ µ µ
=

= + + + + +∑  

问题 3：目标是在 ( ) 1 max 21
n

j jj E T d D C TCα β γ δ µ µ
=

+ + + + +∑ 不大于常数 Ĉ 的前提下，决定最优工期

窗口 d ∗和ω∗的位置，最优资源分配 ( )1 2, , , nu u u u∗ ∗ ∗ ∗= 
及最优排序π ∗使总资源消耗量最小，所以目标函数为 

3 1
n

jjZ u
=

= ∑  

使用文献[16]的三参数表示法，可将上述问题分别表示为： 

( ) 11 | , |
m

jA
jr j

j

a
p t u bt r Z

u
α

  
 = +     

                            (1) 

( ) 2
1

ˆ1 | , , |
m

n
jA

jr j j
jj

a
p t u bt r u U Z

u
α

=

  
 = + ≤     

∑
                        

 (2) 
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( ) ( ) 1 max 2 31
ˆ1 | , , |

m
njA

jr j j jj
j

a
p t u bt r E T d D C TC C Z

u
α α β γ δ µ µ

=

  
 = + + + + + + ≤     

∑          (3) 

3. 最优算法 

3.1. 最优解性质 

首先在最优排序下，首个工件在 0 时刻开始加工，工件之间无空闲时间。 
引理 1：对于排序 ( )[1] [2] [ ], , , nJ J Jπ = ⋅ ⋅ ⋅ ，工件 [ ]jJ 的完工时间和实际加工时间分别为 

[ ]
[ ]

[ ]
( )

11
1

m
j j

l
j

i ll l

a
C l bi

u
α α

= +=

 
 = ∏ +
 
 

∑
                             

 (4) 

 [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
( )

1

1
11

1
m m m

j j
j j l

j j
i llj j l

a a a
P j bC j j b l bi j

u u u
α α α α α α

−

−
= +=

      
      = + = + ∏ +

       
      

∑              (5) 

引理 2：对于任何给定排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ = ⋅ ⋅ ⋅ ，存在一个最优公共工期窗口，其中工期窗口的开始

时间 d 和结束时间 ω与某些工件的完工时间一致。 
证明 ( )0 0C = 存在一个排序 π，从 0 时刻开始加工， [ ] [ ]1k kC d C +≤ ≤ ， [ ] [ ]1q qC Cω +≤ ≤ ，其中 0 k q n≤ ≤ ≤ ，

令 [ ]1 kd C∆ = − ， [ ]2 qCω∆ = − ，则 [ ]1 10 A
kP +≤ ∆ ≤ ， [ ]2 10 A

qP +≤ ∆ ≤ 。 [ ]1
A
kP + 和 [ ]1

A
qP + 分别表示 [ ]1kJ + 和 [ ]1qJ + 的

实际加工时间。 
工件 [ ] ( )1,2, ,jJ j k= ⋅ ⋅ ⋅  提前的总费用为 

[ ] ( ) [ ]

[ ]

[ ]

[ ]( ) ( )

( ) [ ]

1 1

1
1 1 1 1

1
1

1 1 2

1

l

l

m
j kmk k aj

j u
j j l i lj

k
A
j

j

a
E k j j b l bi

u

k j P

α α α αα α α

α α

− −

= = = = +

=

      = ∆ + − + +      

= ∆ + −

∑ ∑ ∑ ∏

∑

 

工件 [ ] ( )1, ,jJ j q n= + ⋅ ⋅ ⋅  延误的总费用为  

[ ] ( )( ) ( )

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
( )

( )( ) ( ) [ ]

2 1
1

1

1 1

2 1

1 1 1

1

1 1 1

n
n

j j q
j l

m m
j j

j l

l i lj l

n A
jj q

T n q n j

a a
j b l bi j

u u

n q n j P

α α α α

β β β

β β

= +
= +

−

= = +

= +

= − − + + ∆ + − +

          × + +            

= − − + + ∆ + − +

∑ ∑

∑ ∏

∑

 

工期窗口开始时间费用为 

( )
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
( )

[ ]

1 11
1

111

1
1

1
m m m

k kk l
d i llk l

k
A
j

j

a a a
Z n k b l bi k

u u u

n P

α α α αγ

γ

− −

= +=

=

              = + + + ∏ + + ∆                
 

= + ∆ 
 

∑

∑



 

工期窗口大小费用为 
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( )
[ ]

[ ]
( ) [ ]

[ ]
( ) ( ) [ ]

[ ]
( )1

1 11

1 1 1
m m m

k k
k l q

D
l i lk l q

a a a
Z n k b l bi k q

a u u
α α αα αδ +

= = ++
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2 1 2 11
1 1

1
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l A A

k q
l i ll

a
b l bi q n P P

u
αα α δ

−

+
= = +

  
   + + ∆ − ∆ = + + + ∆ − ∆
   

  
∑ ∏   

最大完工时间费用为 

( )
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
( ) [ ]max

1 1

1 1
1 1 1 1

1
m m

j jn n
j l A

jC
j l i l jj l

a a
Z j b l bi j P

u u
α α α αµ µ

− −

= = = + =

    
    = + + =

     
    

∑ ∑ ∏ ∑  

完工总时间费用为 

( ) ( ) [ ]

[ ]

[ ]

[ ]
( )

( ) [ ]

1 1

2
1 1 1

2
1

1 1

1

m m
j jn

j l
TC
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A
j
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a a
Z n j j b l bi j

u u

n j P

α α α αµ

µ

− −

= = = +

=

          = − + + +            

= − +

∑ ∑ ∏

∑

 

因此，总费用可以表示为 1 2Z A B C= ∆ + ∆ + ， 
其中， A n k nγ α δ= + − ， ( )( )1 1B n n qδ β= − − + +  

( ) [ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]1 2
j 1 1 1 j 1 j 1 j 1

1 1 1
qk k n n n

A A A A A A
j j j j j j

j k j q
C j P n P n P n j P P n j Pα δ λ β µ µ

= = + = = + = =

= − + + + − + + + − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

0C ≥ ， , ,A B C 为恒定常数，与 1 2,∆ ∆ 无关。为了最小化总成本，下列条件之一成立： 
1) 如果 0A ≥ 且 0B ≥ ，则 1 0∆ = ， 2 0∆ = ； 
2) 如果 0A ≤ 且 0B ≤ ，则 [ ]1 1

A
kP +∆ = ， [ ]2 1

A
qP +∆ = ； 

3) 如果 0A ≥ 且 0B ≤ ，则 1 0∆ = ， [ ]2 1
A
qP +∆ = ； 

4) 如果 0A ≤ 且 0B ≥ ，则 [ ]1 1
A
kP +∆ = ， 2 0∆ = 。 

故我们得到结论：存在一个最优排序，工期窗口的开始时间 d 和结束时间 ω与某些工件的完工时间

一致。引理 2 证毕。 

引理 3：存在一个最优排序，工期窗口的开始时间 [ ]kd C= ，其中
( )n

k
δ γ
α
− 

=  
 

，工期窗口结束时间

[ ]qCω = ，其中
( )n

q
β δ
β
− 

=  
 

。 x  表示不超过 x 的最大整数。 

证明：详细证明见文献[17]，略。 

3.2. 最优算法 

问题 1 对于公共工期排序问题，显然，k 是独立于排序 π与实际加工时间 [ ]
A
jP 的，因此，对于问题 1

我们有  

[ ] ( )
1 1

1
m

k k
j

k
l i lj

a
d C l bi

u
α α

= = +

 
= = +  

 
∑ ∏ ， [ ] ( )
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1

m
q q

j
q
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a
C l bi

u
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= = +  

 
∑ ∏  
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其中 
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引理 4：问题(1)中对于给定的工件排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ =  ，最优资源分配为 [ ]
[ ]

[ ]( )
1

1ˆ mmj
j j

j

m
u a

v

+
∗

 Ω
 =
 
 

 

(9) 
引理 5：参考文献[17] 给定两个数列{ }jM 和{ }jN ， 1,2, ,j n= 

。其中一个数列按递增顺序排列，

另一个数列按递减顺序排列，则对应元素乘积和
1

n
j jj M N

=∑ 最小。 

将等式(9)代入到等式(6)中，得到 
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其中 ˆ
jΩ 由等式 (8)中结果，显然，若使等式 (10)中所给的 ( )( ), ,Z d u π π∗ 极小化等价于极小化

( ) [ ] [ ]( )
1

1 1

1

ˆ
mn m m

j j j
j

a v
+

+

=

Ω∑ 的值。根据分析以及引理 2-5，得到问题(1)的一个算法。 

算法 1 
第一步 根据引理 2，计算出 k 与 q 的值； 

第二步 对于 1,2, ,j n= ⋅ ⋅ ⋅ ，计算出 [ ] [ ]( ) 1
m

m
j ja v + 和 ( )

1
1ˆ m

j
+Ω 的值， ˆ

jΩ 由等式 ( )8 确定； 

第三步 根据引理 5 得到，最优排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ ∗ = ⋅ ⋅ ⋅ ； 

第四步 根据等式(9)计算出最优资源分配 [ ]ju∗ ； 
第五步 应用等式(5)计算出最优排序中每个工件的加工时间； 
第六步 令 [ ]kd C= ， [ ]qCω = ； 

第七步 通过等式(10)计算 1Z 最优值。 

定理 1：对于问题 1)：可以通过求解匹配问题在 ( )logO n n 时间内求得最优解。 

证明：定理结论的正确性由上述分析保证。第一、二、四、五、六步可以在线性时间内完成， 
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第三步需要 ( )logO n n 时间内完成，所以算法的时间复杂性为 ( )logO n n 。证毕。  

问题 2)：在本部分中，求出问题(2)的最优解 
引理 6：问题 2)对于给定排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ = ⋅ ⋅ ⋅ 最优资源分配如下： 
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证明：对于给定排序，拉格朗日函数为 
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其中 λ为拉格朗日乘子。分别对 [ ], juλ 求偏导，令其为零，得 
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利用(12)和(13)得到 
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 (15) 

由(14)和(15)我们得到(11)。证毕。 
将等式(11)带入到目标函数中，得到  

 ( )( ) ( ) [ ]( )
11

11
2

1

ˆˆ, ,
mmn

m mm
j j

j
Z d u U aπ π

+

∗ − ++

=

 
= Ω  

 
∑                       (16) 

根据上述分析以及引理 2-5，得到问题(2)的一个算法。 
算法 2 
第一步 根据引理 2，计算出 k 与 q 的值； 

第二步 对于 1,2, ,j n= ⋅ ⋅ ⋅ 。计算出 [ ]( ) 1
m

m
ja + 和 ( )

1
1ˆ m

j
+Ω 的值， ˆ

jΩ 由等式(8)计算得到； 

第三步 由引理 5 得，最优排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ ∗ = ⋅ ⋅ ⋅ ； 

第四步 根据等式(9)计算出最优资源分配 [ ]ju∗ ； 

第五步 应用等式(5)计算出最优排序中每个工件的加工时间； 
第六步 令 [ ]kd C= ， [ ]qCω = ； 
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第七步 通过等式(16)计算 2Z 最优值。 
定理 2：对于问题(2)可以通过求解匹配问题在 ( )logO n n 时间内求得最优解。 
证明：类似于定理 1 证明，从略。 
问题(3) 在这个部分里，求出问题(3)的最优解。首先，与引理 6 类似，有 
引理 7：问题(3)对于给定排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ = ⋅ ⋅ ⋅ 可以得到最优资源分配如下： 

[ ] ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )
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11
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m mmmn

m mm mm
j jj j j

j
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∑                (17) 

将式(17)代入 3Z 中，得 
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 (18) 

根据上述分析以及引理 2-5，得到问题(3)的一个算法。 
算法 3 
第一步 根据引理 2，计算出 k 与 q 的值； 

第二步 对于 1,2, ,j n= ⋅ ⋅ ⋅ 。计算出 [ ]( ) 1
m

m
ja + 和 ( )

1
1ˆ m

j
+Ω 的值， ˆ

jΩ 由等式(8)计算得到； 

第三步 根据引理 5 得，最优排序 [ ] [ ] [ ]( )1 2, , , nJ J Jπ ∗ = ⋅ ⋅ ⋅ ； 

第四步 根据等式(17)计算出最优资源分配 [ ]ju∗ ； 

第五步 应用等式(5)计算出最优排序中每个工件的加工时间； 
第六步 令 [ ]kd C∗ = ， [ ]qCω∗ = ； 

第七步 通过等式(18)计算 3Z 最优值。 
定理 3：对于问题(3)可以通过求解匹配问题在 ( )logO n n 时间内求得最优解。 
证明：类似于定理 1 证明，从略。 

4. 结论 

本文研究的是具有学习效应和退化效应且加工时间是关于资源的凸函数并且带有公共工期窗口的问

题。本文列举了三种问题，第一种是使带有提前，延误，公共工期开始时间，工期窗口大小，资源成本

费用，最大完工时间以及总完工时间和最小的问题；第二种是资源费用受限的情况下，极小化带有提前，

延误，公共工期开始时间，工期窗口大小，资源成本费用，最大完工时间以及总完工时间和问题。第三

种是在带有提前，延误等总费用受限的情况下，极小化总资源量。我们分别给出了目标函数求得最小值

的最优算法，并证明问题是多项式时间可解的，并确定最优排序及最优资源分配，将问题转化为匹配问

题证明问题在多项式时间內可解，并给出了相应的多项式时间算法。 
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