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Abstract 

Due to the mathematical complexity of calculating the high order origin moments of classical 
probabilistic models directly by definition, two methods for calculating the higher order moments 
are given in this paper. In the method one, considering the expansion of the expression (1 + n)m+1, 
and applying the mathematical induction method, we obtained the recursive expression of the 

higher order moments. In the method two, thanks to the 
=
∑

1

n
m

i
i  can be represented by the repre-

sentation of m + 1 polynomials, it can be further transformed into an m elements linear system. 
The expression of the classical model can be found by solving the system of linear equations. Fi-
nally, we use the dice test and the English alphabetic experiment as examples to show how to use 
the two methods. 
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摘  要 

考虑直接用定义计算古典概型高阶原点矩的复杂性，本文给出了2种计算古典概型高阶矩的方法。方法

一中考虑(1 + n)m+1的二项展开式，应用数学归纳法，得出了古典概型高阶矩的递推表达式。方法二中考

虑
=
∑

1

n
m

i
i 可表示成m + 1次多项式的形式，将问题转化为求解m元线性方程组，从而给出古典概型高阶矩

的表达式。最后，以掷骰子随机实验和选取英文字母随机实验的高阶原点矩的求解为例具体给出了两种

方法的计算过程。 
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1. 引言 

古典概型也叫传统概率，其定义是由法国数学家拉普拉斯(Laplace)提出的[1]。如果一个随机试验只

有有限个样本点，且每个样本点发生的可能性均相等，则这个随机试验叫做拉普拉斯试验，这种条件下

的概率模型就叫古典概型[2]。在实际生活中有很多等概率事件的例子，例如：掷一枚质地均匀的硬币，

认为出现正面或反面的可能性是相同的；掷一个质地均匀骰子的实验，出现的六个点数的概率是等可能

的；又如对有限件外形和外观相同的产品进行抽样检验，抽到每件产品的概率是相同的。古典概型具有

简单、直观、不需要做大量的重复试验的特点，其应用十分广泛，而数学期望，m 阶原点矩是随机变量

极其重要的特征数[3]。因此，研究古典概型的 m 阶原点矩的计算是十分有意义的。 
在概率论与统计中，对于连续型随机变量的 m 阶原点矩通过利用其对应的分布函数 Laplace 变换经

过求导并在参数为零时即可求得。然而，对于离散型随机变量的 m 阶原点矩的计算就显得极其困难。在

概率论与数理统计、随机过程教材中均没有给出求解离散随机变量高阶原点矩的计算公式或递推表达式。 
对于离散随机变量高阶矩的计算现已有大量研究。魏孝章[4]利用幂级数逐项积分求和法给出了几何

分布的各阶原点矩的方法，从而得出几何分布的某些原点矩的计算结果。何梅等人[5]研究了离散型随机

变量的高阶矩，给出了几类离散型随机变量的高阶原点矩的统一递推公式，并给出了高阶原点矩的形式

特征。于晶贤等人[6]将数学中的第二类 Stirling 数和二项式定理应用到泊松分布高阶原点矩的计算中，得

到了泊松分布高阶原点矩的计算公式与递推表达式。于晶贤[7]将组合数学中的两个重要恒等式应用到离

散随机变量高阶原点矩，并给出了二项分布、负二项分布、超几何分布的高阶原点矩的递推表达式。刘

常彪等人[8]对超几何分布的高阶原点矩、高阶中心矩及高阶半不变量进行了研究，利用组合数学与概率

论的方法得出这 3 种高阶矩的直接表达式。从上述研究文献可知，学者主要利用组合数学与概率论的方

法和第二类 Stirling 数和二项式定理给出了离散型随机变量的高阶矩。然而，对于古典概型的高阶原点矩，

本文利用了 2 种新方法对它的高阶原点矩的计算问题进行了详细讨论。 
本文给出了 2 种计算古典概型高阶矩的方法。一方面，考虑 ( ) 11 mn ++ 的二项展开式，应用数学归纳 
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法，得出了古典概型高阶矩的递推表达式。另一方面，考虑
1

n
m

i
i

=
∑ 可表示成 1m + 次多项式，进一步转化 

为 m 元线性方程组，对线性方程组进行求解即可求出古典概型高阶矩的表达式。最后，以掷骰子实验和

选英文字母实验为特殊实例，给出了各自的前 6 阶矩的数值结果。 

2. 问题的提出 

设某一随机事件有 n 个样本点，且每个样本点发生的可能性相等。若事件 A 有 p 个样本点，则事件

A 的概率为
p
n
。现对 n 个样本点标号，分别为1,2, ,n� ，记随机变量 X 为任取一个样本点上面的数字，

则随机变量 X 的 m 阶原点矩分别为： 
 随机变量 X 的一阶原点矩： 

[ ]

( )
1

1 2 3

1
.

2

n

i

p p p pE X n
n n n n
p i
n

n np
n

=

= × + × + × + + ×

=

+
= ×

∑

�

 

 随机变量 X 的二阶原点矩： 

( )( )

2 2 2 2 2

2

1

1 2 3

1 2 1
.

6

n

i

p p p pE X n
n n n n

p i
n

n n np
n

=

  = × + × + × + + × 

=

+ +
= ×

∑

�

 

 随机变量 X 的三阶原点矩： 

( )

3 3 3 3 3

3

1
2

1 2 3

1
.

2

n

i

p p p pE X n
n n n n

p i
n

n np
n

=

  = × + × + × + + × 

=

+ 
= × 

 

∑

�

 

 随机变量 X 的 m 阶原点矩： 

1

1 2 3

.

m m m m m

n
m

i

p p p pE X n
n n n n

p i
n =

  = × + × + × + + × 

= ∑

�
 

可见，为了确切地给出
mE X  的表达式，关键问题是要计算

1

n
m

i
i

=
∑ 的表达式。从上面的推导看出， 

当 m 的取值比较小时，我们是可以很快计算出来的。但是，当 m 的取值逐渐增大时，求解
1

n
m

i
i

=
∑ 就变得

异常复杂，直接的求解显然是不大现实的。也正是因为这一原因，所以到目前为止，也鲜有文献报道离

散随机变量高阶原点矩的求解。本文针对这一表达式，提出了两种计算其表达式的方法。下面具体给出

求解
1

n
m

i
i

=
∑ 的详细步骤。 
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3. 表达式
=
∑

1

n
m

i
i 的计算 

3.1. 方法 1：数学归纳法 

众所周知， ( ) 11 mn ++ 可表示成如下形式： 

( ) 1 1 1 01 1 1 1
1

0 1 2 1
m m m mm m m m

n n n n n
m

+ + −+ + + +       
+ = + + + +       +       

�                 (1) 

进一步，式(1)移项后可得： 

( ) 1 1 1 01 1 1
1

1 2 1
m m m mm m m

n n n n n
m

+ + −+ + +     
+ − = + + +     +     

�                    (2) 

对式(2)，分别取不同的 n 的值，得到下面的表达式， 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 0

1 1 01

1 1 1 0

1 1

1 1 1
1 ,

1 2 1

1 1 1
1 1 1 1 ,

1 2 1

1 1 1
1 2 2 2 2 ,

1 2 1

1
2 1

1

m m m m

m m mm

m m m m

m m

m m m
n n n n n

m

m m m
n n n n n

m

m m m
n n n n n

m

m

+ + −

+ −+

+ + −

+ +

+ + +     
+ − = + + +     +     

+ + +     
− − = − + − + + −     +     

+ + +     
− − − = − + − + + −     +     

+
− =

�

�

�

�

1 01 1
1 1 1 .

2 1
m mm m

m
−














+ +      
+ + +      +     



�

          (3) 

式(3)中，等号两边分别相加可得： 

( ) 1 1 0

1 1 1

1 1 1
1 1

1 2 1

n n nm m m

i i i

m m m
n i i i

m
+ −

= = =

+ + +     
+ − = + + +     +     

∑ ∑ ∑�                    (4) 

令式(4)中，
1

, 0,1,2, ,
n

k
k

i
A i k m

=

= =∑ � ，则式(4)可表示为： 

( ) ( )

( )

( )

11
1

2

1

0

1

0

1
1 1 1

1
1

1

1
1

mm
m m k

k

m

m k
k

m

m k
k

m
n m A A

k

m
m A A

m k

m
m A A

k

+
+

+ −
=

−

=

−

=

+ 
+ − = + +  

 
+ 

= + +  + − 
+ 

= + +  
 

∑

∑

∑

                           (5) 

综上，可得 mA 的通项公式为： 

( )
11

0

1
1 1

,
1

1,2,

mm
k

k
m

m
n A

k
A

m
m

−
+

=

+ 
+ − −  

 =
+

=

∑

n

                              (6) 

此时，注意到 
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( )

( )( )

( )

0

1
1

2
2

1
2

3

,
1

,
2

1 2 1
,

6

1
.

2

n

i

n

i

A n
n n

A i

n n n
A i

n n
A

=

=

=
 + = =
 + + = =

 + 

=  
  

∑

∑                                   (7) 

由 mA 的通项公式可知，有初值和递推表达式，则 mA 的值即可求解。 

3.2. 方法 2：线性方程组 

为了计算
1

n
m

m
i

A i
=

= ∑ ，我们首先计算 2m = 的情形。从图 1 中可看出， 2

1

n

i
i

=
∑ 介于 2

0
d

n
x x∫ 和 ( )2

0
+1 d

n
x x∫

之间，即 

( )2 2 2
0 0

1
d 1 d

nn n

i
x x i x x

=

< < +∑∫ ∫                                     (8) 

进一步，式(8)可化为 

( )33 2

1

1 1 1
3 3

n

i
n i n

=

< < +∑                                      (9) 

如果 2

1

n

i
i

=
∑ 存在通项公式，可设 2

1

n

i
i

=
∑ 为三次多项式，即 

2 3 2

1
=

n

i
i an bn dn d

=

+ + +∑                                     (10) 

 

 

Figure 1. The relationship between 2

1

n

i
i

=
∑  and 2

0
d

n
x x∫  and ( )2

0
1 d

n
x x+∫  

图 1. 2

1

n

i
i

=
∑ 与 2

0
d

n
x x∫ 和 ( )2

0
1 d

n
x x+∫ 之间的关系  
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式(10)中，
1 2 3 4

2 2 2 2

1 1 1 1
1, 5, 14, 30

i i i i
i i i i

= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ，则式(11)可进一步转化为四元一次方程组为 

1
8 4 2 5
27 9 3 14
64 16 4 30

a b c d
a b c d

a b c d
a b c d

+ + + =
 + + + =
 + + + =
 + + + =

                                   (11) 

求解四元一次方程组，得到解为 1 3, 1 2, 1 6, 0a b c d= = = = 。于是，式(10)可表示为： 
3 2

2

1 3 2 6

n

i

n n ni
=

= + +∑                                       (12) 

同理，
1

n
m

i
i

=
∑ 满足 

( ) 11

1

1 1 1
1 1

n mm m

i
n i n

m m
++

=

< < +
+ +∑                                 (13) 

如果
1

n
m

i
i

=
∑ 存在通项，则其应有表达式 

1

1 0
=

n m
m j

j
i j

i a n
+

= =
∑ ∑                                         (14) 

则可以通过建立 m 元一次方程组 

( ) ( ) ( )

1
1

0 1 1
1
2

1
0 1 1

1

21
0 1 1

1

1 1 1

2 2 2

2 2 2

m m m
m m

i

m m m
m m

i

mm m m
m m

i

a a a a i

a a a a i

a m a m a m a i

+
+

=

+
+

=

+
+

+
=

 + + + + =



+ + + + =



 + + + + + + + =

∑

∑

∑

�

�

�

�

                   (15) 

式(15)中只要给定一个确定的 m 就可求出 ja 。 

0,1, , 1.i
j

Da j m
D

= = +�，                                    (16) 

其中， 

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1
12

1
1

1
13

1

1
1

21

1

1 1 1

1 1 1
2 2 1 2 2 1

3 3 1,  
3 3 1

1 1 1

1 1 1

m m m

i
m m

m m m
m m

i
m m

m m mj

i
m m

mm m m

i

i

i

D D
i

m m

m m i

+

=
+

+
+

=
+

+

=

+

+
+

=

 
 
 

           = =           + +  
 + + 
 

∑

∑

∑

∑

� �

�

� � �
� � � � � �

… …

 

由式(14)可知，只要求出 ja 就可求出
1

1 0
=

n m
m j

m j
i j

A i a n
+

= =

= ∑ ∑ 。 

4. 实例分析 

下面给出两个古典概型高阶原点矩的计算表达式，以此验证我们提出的计算方法的正确性。 
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1) 掷骰子实验 
掷一个质地均匀骰子的实验，出现 1，2，3，4，5，6 六个点数的概率是等可能的，为古典概型。记

X 为掷骰子实验出现的点数，其中 1,2,3,4,5,6X = ，则每次发生的概率为 { } 1
6

P X n= = 。 
事实上，它的前 6 阶原点矩可计算得到 

[ ] 2 3

4 5 6

21 91 441, , ,
6 6 6

2275 12201 67171, , .
6 6 6

E X E X E X

E X E X E X

   = = =   

     = = =     

 

下面我们采用本文提出的方法来计算： 
方法一：数学归纳法 
当 6n = 时， 1 2 321 91 441A A A= = =， ， ，可根据方法一式(6)可计算 4 5 6, ,A A A 。 

3
5

0
4

5
7 1

2276
5

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

4
6

0
5

6
7 1

12201
6

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

5
7

0
6

7
7 1

67171
7

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

因此，骰子的实验的前 6 阶矩为： 

[ ] 2 3
1 2 3

4 5 6
4 5 6

1 21 1 91 1 441, , ,
6 6 6 6 6 6

1 2275 1 12201 1 67171, , .
6 6 6 6 6 6

E X A E X A E X A

E X A E X A E X A

   = × = = × = = × =   

     = × = = × = = × =     

 

方法二：线性方程组 
由式(14)~(16)可计算出

1
, 1,2,3, ,6

n
m

i
i m

=

=∑ � 的通项公式，可得以下表达式： 
2

1
1

,
2 2

n

i

n nA i
=

= = +∑  

3 2
2

2
1

,
3 2 6

n

i

n n nA i
=

= = + +∑  

4 3 2
3

3
1

,
4 2 4

n

i

n n nA i
=

= = + +∑  

5 4 3
4

4
1

,
5 2 3 30

n

i

n n n nA i
=

= = + + −∑  

6 5 4 2
5

5
1

5 ,
6 2 12 12

n

i

n n n nA i
=

= = + + −∑  

7 6 5 3
6

6
1

.
7 2 2 6 42

n

i

n n n n nA i
=

= = + + − +∑  
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当 6n = 时， 1 2 3 4 5 621 91 441, 2275, 12201, 67171.A A A A A A= = = = = =， ， 因此，可计算 [ ] 21,
6

E X =

2 91,
6

E X  = 
3 441,

6
E X  = 

4 2275 ,
6

E X  = 
5 12201,

6
E X  = 

6 67171.
6

E X  =   

2) 选英文字母实验 
每次敲键盘，出现的 , , ,A B C Z� 共 26 个字母的概率是等可能的，为古典概型。记 X 为敲键盘实验

出现的字母，为了方便计算记 1,2,3, ,26X = � ，则每次发生的概率为 { } 1
26

P X n= = 。 
事实上，它的前 6 阶原点矩可计算得到 

[ ] 2 3

4 5 6

27 477 9477, , ,
2 2 2
200817 2216039 50299889, , .

2 2 2

E X E X E X

E X E X E X

   = = =   

     = = =     

 

方法一：数学归纳法 
当 26n = 时， 1 2 3351 6201 123201A A A= = =, , ，可根据方法一式(6)可计算 4 5 6, ,A A A 。 

3
5

0
4

5
27 1

2610621
5

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

4
6

0
5

6
27 1

57617001
6

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

5
7

0
6

7
27 1

1307797101 
7

k
k

A
k

A =

 
− −  

 = =
∑

 

进一步，可计算选英文字母实验的前 6 阶矩为： 

[ ] 2 3
1 2 3

4 5 6
4 5 6

1 27 1 477 1 9477, , ,
26 2 26 2 26 2

1 200817 1 2216039 1 50299889, , .
26 2 26 2 26 2

E X A E X A E X A

E X A E X A E X A

   = × = = × = = × =   

     = × = = × = = × =     

 

方法二：线性方程组 
当 26n = 时，因此 1 351A = ， 2 6201A = ， 3 123201A = ， 4 2610621A = ， 5 57617001A = ， 6 1307797101.A = ，

可计算 [ ] 27 ,
2

E X = 2 477 ,
2

E X  = 
3 9477 ,

2
E X  = 

4 200817 ,
2

E X  = 
5 2216039 ,

2
E X  =   

6 50299889 .
2

E X  =   

从上面两个实例可看出，本文给出的 2 种计算古典概型高阶矩的计算数值与由定义计算出的古典概

型高阶原点矩的数值相等，进一步说明了，本文提出的计算高阶矩的方法具有一定的有效性和实用性。 

5. 结论 

本文给出了 2 种计算古典概型高阶矩的方法，得出计算古典概型高阶矩的递推表达式。以掷骰子实

验和选英文字母实验为特殊实例，给出了给自的前 6 阶矩的计算数值。本文研究的工作为古典概型的随

机变量高阶矩的计算给出了可行的计算公式，为计算机求解高阶矩带来了方便。 
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